Elmeéleti feladatok

1. feladat

A rész. Az 1. dbra mutatja a kis testre és a cs6re hato ercket: az m tomegd kis testre az mg nehézségi erd és az N
nyomoers, az M tomegd csére az Mg nehézségi erd, a talaj F' nyomoereje, az S tapadasi surlodasi erd és a kis test
altal kifejtett —N nyomoerd hat.

1. dbra. A kis testre és a csére hato er6k

Irjuk fel a mozgasegyenletet a kis test a, vizszintes (az abran jobbra mutaté) gyorsuldskomponensére, a cs6 to-
megkozéppontjanak a (az abran balra mutato) gyorsuldsara és a cs6 [ szoggyorsulasara:

may = N sin a,
Ma = Nsina — S,
Op = SR,

ahol © = MR? a cs6 tehetetlenségi nyomatéka. A cs6 gyorsuldsa és szoggyorsulasa kozott a tiszta gordiilés miatt
fennall az a = SR kapcsolat.

Az egyenletrendszert megoldva a testek gyorsulasai kézott az may = 2Ma Gsszefiiggés adodik. A testek kezdetben
nyugalomban voltak, és ez az Osszefliggés a mozgas soran mindvégig fennall, igy a kis test w vizszintes sebességkom-
ponense és a cs6 v sebessége kozott is ugyanilyen kapcsolat all fenn: mu = 2Mw.

A rendszer konzervativ, igy teljesiil az energiamegmaradas tétele. Az egyenletet a kezdeti dllapotra és arra a pilla-
natra irjuk fel, amikor a kis test éppen legalul van (és csak vizszintes irdnyban mozog):

mu?  Mv? Ow?

R:
mg 5 T T

ahol w a cs6 szogsebessége, és a tiszta gordiilés miatt v = wR.
Az egyenletekbdl kifejezhetjiik a kis test és a cs6 sebességét abban a pillanatban, amikor a kis test épp legalul van:

Yy 9 MgR v*ﬂ MgR
TV aoM+m’ T MV2M+mS

Vizsgaljuk a kis test mozgasat a csé tomegkdzéppontjaval egyiittmozgd vonatkoztatasi rendszerben: itt a kis test
R sugaru palyan kérmozgast végez. A palya legaljan a sebessége v = u + v, centripetalis gyorsuldsa pedig

rel

v (u +v)?

Gev = p R

Ebben a pillanatban a csé gyorsuldsa nulla, igy a kis test gyorsulésa a talajhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben
is ugyanekkora. Igy a kis testre vonatkoz6 mozgésegyenlet: mac, = F' — mg, amibdl a keresett F' erd:

F:3mg(l+%).

B rész. 1) A termodinamika els6 f6tétele alapjan a gaz altal felvett 6Q) ho

5Q = nCydT + pdV,

L Az elméleti feladatok szovegét a mult havi szamunkban kozdltiik.



a keresett C' molaris hékapacitas pedig

146Q p dV

C=—-——=C = —.

n dT Vondr
Az egyenletekben Cy az allandd nyoméson mért moléris h6kapacitds, p, n, V és T pedig a buborékban lévs gaz
nyomésa, molszama, térfogata és hémérséklete.

A Laplace-képlet alapjan
p=—
r

és eszerint a buborékban 1év6 gaz allapotvaltozasa egy olyan politropikus folyamat, melyre p®V = allandé. Ezt ssze-
vetve az ideélis gaz pV = nRT allapotegyenletével kapjuk, hogy

T3V =2 = allando,

amit differencialva

v _sv
dr 2T
Behelyettesitve ezt az eredményt a molaris hGkapacitas képletébe:
B p 3V 3
C_CV+TL oT —OV+2R7

majd felhasznalva, hogy a kétatomos gaz allandé térfogaton mért molaris hékapacitasa

5
CV = §R,
a keresett molaris h6kapacitas
5 3 J
= - —R=4R =332 ——.
C 2R+2R R = 33, — K

2) Mivel a gaz hékapacitasa sokkal kisebb, mint a buborék hékapacitésa, valamint a gaz és a buborék kozott jo
hékontaktus van, a gaz allapotvaltozasa izotermikusnak tekinthetd.
Egyensilyi allapotban a géz p nyoméasa megegyezik az r sugara buborék p, gorbiileti nyoméasaval:

40
D =DPg = 7
Tekintsiik a szappanhartya kicsiny A feliileti darabjat. Ennek tomege
m = pAh.
Ha a buborék sugaranak kicsiny megvaltozasat xz-szel jeloljiik, akkor a feliiletdarabkara felirt mozgéasegyenlet:

mi = (p' — py) A,

ahol p’ a gaz nyomasa, p’g a gorbiileti nyomas az r + x sugara buborékban.
Az izotermikus allapotvaltozas miatt p'V’ = pV, amibél

1 3x 3
ot -2) o (2).
(1+%) r r

;Ao (1 ;v)
pg_r—i—xwpg r/)’

A gorbiileti nyomas

Behelyettesitve a mozgasegyenletbe:
2 8
pART = pg (__;v) A, G= -y
r

amibdl a rezgés korfrekvenciaja
8
W= )0 = 1085,
phr

C rész. I. megoldds: Abban a pillanatban, amikor a tekercseken at folyé dram maximalis, a tekercseken nem esik
fesziiltség. Emiatt a két kondenzatoron azonos nagysagu, ellentétes fesziiltségnek kell esnie. Jeldljiik ebben a pillanatban
a kondenzatorok fesziiltségét U-val, a maximalis ramerGsséget pedig Ip-lal.



A toltésmegmaradas miatt gg = 2CU + CU, amibdl a kondenzatorok fesziiltsége

do
U=——.
3C
Az energiamegmaradas alapjan
@ LI 2LI; CU? 2002

4C 2 2 2+2’

amibdl pedig a maximalis dram
do

I, = .
* " 3V2LC

Miutan a K kapcsolot bezarjuk két, egymastol fiiggetlen rezgskor alakul ki. Mindkét rezgskor korfrekvencidja
1
V2LC’

Az egyes rezgGkorokben a rezgés amplitudojat, azaz az aramerGsségek I és I, maximumat az energiamegmaradas
alapjan hatarozhatjuk meg:

w =

2002 N LI LI} CU? N oLIZ  2LI3

2 2 27 2 2 2 7

amibdl jl = \/5[0, jz = \/5]0
Ha az aram irdanyat mindkét dramkorben az 6ramutatod jarasaval egyezének vessziik, a kapcsolon atfolyd aram:
I =1 — Iy, ahol az I és I, aramok id&fiiggése:

I, (t) = Acoswt + Bsinwt, I5(t) = D coswt + F'sinwt.
Az A és D konstansok meghatarozasahoz irjuk fel a kezdeti feltételeket:
L(0)=A=1,  I(0)=D=lI,
a B és F konstansok meghatarozasahoz pedig a maximalis dramerdsségeket:
A4+ B =12, D*+F*=13
amibdl
B =21, F=—1I.

Az F egylitthato negativ elGjele azt fejezi ki, hogy a kapcsold bekapcsolasanak pillanatdban a 2L induktivitasa tekercs
arama csokken.
Eszerint az egyes rezg6korok aramanak idéfiiggése:

I (t) = Ip(coswt + 2sinwt), I7(t) = Ip(cos wt — sinwt),
a kapcsolon atfoly6 aram idsfliggvénye pedig:
I(t) = I (t) — I2(t) = 31y sinwt.
Ebbdl a keresett maximalis Aramerdsség:

q0

V2LC

II. megoldds: Az A, B, D és F allandok meghatarozasa helyett a maximalis aramerGsséget a 2. dbrdn lathato
vektordiagrambol is meghatarozhatjuk. A keresett ;0 dramerdsség nagysagat a PR szakasz hossza hatarozza meg.

Imax = 31p = wqo =

I R

O 1

I()Q

I

P

2. dbra. Vektorabra a maximalis &ram meghatarozasahoz



A kapcsolo bekapcsolasakor az I; dram noévekszik, mert a 2C kapacitasa kondenzator tovabbra is kisiil, mig az I
dram csokken, hiszen a C kapacitasu kondenzator tovabb tolt6dik. Emiatt az I; és I dramokat az OP, illetve az OR
vektorok abrazoljak. A vektorok hossza az I. megoldds alapjan V51, illetve v/2I,. A kapcsolo bekapcsolasakor mindkeét
aram nagysaga Iy, ami az abran éppen az OQ) szakasz hossza.

A Pitagorasz-tétel alapjan ebbdl:

PQ=1\/OP* ~0Q*=2I,,  QR=\/OR*-0Q*=I,

ebbdl pedig a keresett maximéalis Aramerdsség:

q0

V2LC

Inmax = PR =31y = wqo =

III. megoldds: Mivel a két rezgékor korfrekvencidja megegyezik, a kapcsolén atfolyd aram korfrekvencidja is ugyan-
akkora lesz. A kapcsold zarasakor a rajta atfolyd aram értéke nulla, igy a kapcsolon at folyo I aram idofliggvénye:

I(t) = Iyax sinwt, ahol w=-—=.

V2LC

Mivel a kapcsol6 zarasakor ez az aram nulla
I

Imax =
w

ahol I az dram id6 szerinti derivaltjanak értéke a bekapcsolés pillanataban.
Legyen egy adott pillanatban a 2C kapacitast kondenzator toltése ¢;. Ekkor a masik kondenzator toltése a toltés-
megmaradas miatt ¢go = qo — ¢1 lesz. A kapcsold zarasa utan

I = w’q, I = —w?(qo — q — 1).
A kapcsolon atfolyo aram idé szerinti derivéltja
I= jl - jz = w2q0,
amibdl pedig a keresett maximalis dram:
Imax = zszO: o_.
w V2LC

Ebbdl a megoldasbol az is latszik, hogy a maximalis aram értéke fiiggetlen a kapcsold zardsanak idépontjatol.

2, feladat. Van der Waals-allapotegyenlet

A rész. Realis gazok allapotegyenlete
A1l. A van der Waals-géz

(1) (p+ %)(V—b):RT

allapotegyenletében szerepls b paraméter egy moélnyi részecske sajat térfogatat jelenti, igy ha a részecskéket d atmérgji
gémboknek tekintjiik, akkor

3
(2) b= N, 2T (é) = Nu T,

ahol N4 az Avogadro-szam. Csak becslésrdl van sz6, hasonlo nagysagrendd értéket kapunk, ha a részecskéket d oldala
kockanak vagy d sugari gombnek tekintjiik.

A2. A Ty kritikus hémérséklet f6l6tt minden izoterma mentén a p nyomads szigorian monoton csékkené fiiggvénye
a V terfogatnak, T' < Ty esetén pedig a p(V') fiiggvénynek van egy novekedd szakasza. A kritikus izotermanak a (Vi, px)
kritikus pontban vizszintes inflexids pontja van, tehat

(), =0 ($2),  ou=o

Az (1) allapotegyenlet alapjan




ahonnan derivélédssal a
RTk 2a - 2RTk 6a o

[ ST _ o x 27
Ve—b)? W (Vie—b)?® W

egyenletrendszert kapjuk. Innen kifejezhetSek a kritikus allapotjelz6k az a és b paraméterek fliggvényében:

)

8a a

Vi =3b, Tk=—=, Pk=-—03
8 ©UR T otRy PR omp
majd megkaphatok a keresett Gsszefiiggések is:

_2RT? BT
64pi 8pk

(3)

A3. A (3) egyenletekbe a megadott T = 647 K és pi = 2,2 - 107 Pa értékeket behelyettesitve adodik viz esetén
az eredmény:

mb - Pa m3
4 viz = 0,56 ———, by =3,1-107° —.
@ i mol? ! mol
A4. A (2) egyenlet alapjan
6by¢
dv'z = 3 =4,6- 10_10 .
(5) 1 7TNA 9 m

B rész. Gaz- és folyadékfazis tulajdonsagai. Ebben a részben T' = 100 °C = 373 K hémérsékleti, py =
1,0 - 10° Pa nyomésu vizzel (illetve vizgdzzel) foglalkozunk, tehdt a T' és pp mennyiségek ismert konstansok. A van
der Waals-egyenletben szerepl6 a és b konstansok helyére mindeniitt a (4) egyenletben kapott ayi, és byi, értékeket
helyettesitjiik.

B1. A b <« Vg feltevés mellett a van der Waals-géaz (1) allapotegyenlete egy V-ben masodfoku egyenletre egysze-
riisodik:

<P+%) Vo =RT = PVZ-RIVg+a=0.
G
Az adott T = 100 °C hémérsékleten és po = 1,0 - 10° Pa nyoméson a masodfokt egyenlet nagyobbik gytke adja meg
a g6z moltérfogatat, tehat

RT 4apg RT a o, m?

Vo=—|(1 — ~———=31-107" —.

(©6) C 7 20 ( + R2T2 ) p RT 7 mol
4apo

A kozelitésnél felhasznaltuk, hogy (1 +¢)“ &~ 1+ ag, ha |e| < 1. Esetiinkben |¢| = = 0,023 < 1, igy a kozelités

R2T2
\%
hibaja (mely e2-tel aranyos) kisebb, mint 1%. Lathato, hogy TG = 103, igy valoban teljesiil a kiindulasnal hasznalt
b <« Vg feltétel.
RT
B2. Az idealis gaz allapotegyenletébdl a Vg = p— kifejezés adodik a moltérfogatra, igy a relativ eltérés
0

AVG_VGo—VG_l(l_ 1 4apo>N apo

1 ~ Zars ) © Taga = 058 = 58%.

Vao Vao 2

d
B3. A bels6 stabilitast leiro P < 0 feltétel egyszertien megérthets; ha ez nem teljesiilne, akkor térfogatcsokke-

néshez nyomadscsokkenés tartozna, ami tjabb térfogatcsokkenést eredményezne, tehat a gaz ,0Osszeesne”’, megindulna

a kondenzéacio.
RT a

A g6z allapotban teljesiils b < V feltétel mellett a van der Waals gaz nyomasa p(V) = v v

igy a maximalis

talhtitéshez tartozd Vg, min minimalis moltérfogat a

<CZP(VG,7 min) > —RT 2a 2a
T=all.

av V2 + V3 =0 egyenletb6l Vg min = T

G, min G, min

A (6) eredmény felhasznalasaval a keresett hanyados:




a

B4. Folyadék halmazallapotban a moltérfogat kicsi, p < igy a van der Waals géz (1) allapotegyenlete most is

Vg’
egy masodfoku egyenletre egyszertisodik:
%(VF ~b)=RT = RTVZ—aVp+ab=0,
F

aminek a kisebbik gyotke adja meg a folyadék fajlagos térfogatét:

a 4RTb _, m?
(7 VF—2RT(1— 1-— . )—4,0-10 —t
A kapott értékkel szamolva (z/z =3,5- 103, tehat valoban teljesiil a kiindulasnal hasznélt p < % feltétel.
PoVy F
B5. A viz siirtisége:
_ kg
7 1,8-1072 & 5 kg
8 = =——"1" —45.10° —=.
( ) PF VF 4,0.10_5;1_; ; m3

Lathato, hogy a kapott érték csak nagysagrendi becslés.
1 1
B6. Célszert a (7) kifejezést T-ben hatvanysorba fejteni. Felhasznélva, hogy v1 —e ~1— —¢ — gsz, ha |e] < 1,

2
4RTb
€= — = 0,69 helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

Ve b.

~ 2RT a a? a

a 2RTb  2R?*T?b? RTV?
S
A folyadék moltérfogata elss kozelitésben a b paraméterrel egyezik meg, ami a részecskék sajat térfogata. Az e = 0,69
érték egynél kisebb, de nem joval kisebb, ezért a kozelités nem igazan pontos; a (7) egyenletben kapott érték mintegy
25%-kal eltér a (4) egyenletben szerepld b értéktol.
A térfogati h6tagulasi egylitthato szamolasahoz a Vg masodrendi kozelitését kell hasznélni:

1 AVe RV Rb L1
_ oA b M 6104 =
“TWAT  Vea a7 K

B7. A forrashé pontos meghatarozasahoz sziikkségilink van a van der Waals gaz masik, agynevezett kalorikus dlla-
potegyenletére, mely az U moléris belsG energiat adja meg a hémérséklet és moltérfogat fiiggvényében:

a
(9) U=cyT - v
ahol a cy konstans a gaz allando térfogaton meért molhGje. A viz (tdmegegységre vonatkoztatott) forrashéje a termo-

dinamika I. f6tételét felhasznalva

AU —
@ _AaUt-w
ju I
k
alakban irhato, ahol y = 1,8 - 1072 -3 a viz moltdmege és @, illetve W egy mol viz elforraldsdhoz sziikséges hg,

mo
illetve munka. Minthogy a forralas soran a nyomas és a hémérséklet allando,

a a Ve
AU =Ug—Up = -+ —, -W= podV = po(Va — V).
Ve Vg 1%

Ezeket beirva a forrashd képletébe, majd figyelembe véve, hogy V¢ <« Vi:

a1 1 Do a poVa 5 J
10 L=2 —— ) +=Ve-W)~r — + —/—= =95.-10° —.
(10 1% (VF VG) % Ve = Vr) a5 1 kg

7,78-10% & 1,72-105 &

Az eredménynek most is csak a nagysagrendje helyes; a viz forrashéje 2,26 - 10° e

A fenti gondolatmenethez sziikséges a (9) egyenlet ismerete, ami nem volt megadva a feladatban, azonban (mélyebb
termodinamikai Osszefiiggések felhasznalasaval) kovetkezik (1) allapotegyenletbdl, és abbol a feltételbdl, hogy hig gaz
hataresetben a van der Waals gaz viselkedése az idedlis gazéhoz kozelit.

Igen elnagyoltan a kovetkezSképpen is eljuthatunk a forrashd becsléséhez. A forraldshoz sziikséges hG egyrészt
a tagulasi munkat fedezi, masrészt az egymassal vonzd kolcsonhatasban levs részecskék eltavolitasahoz sziikséges.



A tagulasi munka éppen a (10) egyenlet masodik tagja. A vonzo kolcsouhatast (1) allapotegyenletben a nyoméast korri-
galo % tag irja le, tehat ezen nyomaés ellen végzett térfogati munka adja meg a részecskék kolesonhatasi energidjanak

megvaltozasat. Ez a (10) egyenlet elss tagjat adja, hiszen

[ [ e

ve V Vi W Vo

A szamértékekbdl latszik, hogy ez a tag adja a forrashé nagyobb részét. A tagulasi munkat elhanyagolva, a Vg ~ b
kozelitéssel

a
11 L~— =10 —
(11) b

adodik.
B8. Képzeljiik el, hogy m tomegi vizet elforralunk, illetve  kilapitunk” egyetlen molekula, azaz d,, vastagsagu
réteggeé. Els6 esetben L'm hét kell befektetniink. Masodik esetben a folyadék felszine A =
2mo

deviz
kozti kotések felszakitasahoz szlikséges. A korabbi (4), (5), (8) és (11) eredmények felhasznalasaval:

-re ng, tehat Ao =
PFOvig,

munkat kell végezniink. A két energia jo kozelitéssel megegyezik, hiszen mindketts lényegében a részecskék

2mo 1 adyiz N
Lim ~ _— ~ = Lppd,i, ~ — )
mn g 202 m

- deviz

C rész. Folyadék-gaz rendszer
C1. A kapillaris cs6ben levs vizfelszinre irjuk fol a nyomésok egyensilyat! A viz h mélységben mérhet6 prgh
hidrosztatikai nyomaséaval tart egyensilyt a csében levé g6z pggh hidrosztatikai nyomaéasa és a feliileti fesziiltséghdl

] . 20 ) )
szarmaz6 — nyomads, tehat
r
20 20

20
prgh = pcgh+ — = h= ~ -
r (pr — pa)gr — prgr

A nyomasnovekedés a h magassagu gézoszlop hidrosztatikai nyomésaval egyezik meg, tehat

20 [ 20 G
(12) Apr = pggh = — P ~ 29PG
T pF—pG  TPF

C2. A megadott egyenletek alapjan a telitett vizgéz nyoméasanak hémérsékletfiiggése:
B a __a__4
ceT = e bRT ',

pra(T) = et

ahonnan differencialassal azt kapjuk, hogy

alAt
Ty — At) = po — ppa (To) At = 1— ——
pra(To ) ~ po — Prg(To) Po ( bRTOQ) )
) o LA a s . ) ) . P ) aAt .
tehat At =5 °C hémeérséklet-csokkenés esetén a telitett géz nyomasa Appg = pom értékkel csokken. Ugyanakkor
0
a kicsiny r gorbiileti sugér a (12) egyenlet értelmében megndoveli a telitett g6z nyomasat. A két egyenlet dsszevetésébdl

adodik a cseppképzdéshez sziikséges minimalis gorbiileti sugar:

20pqg alAt 20pcbRTE
Yy DFG . Poy RT? r apopr At
Ha a telitett gzt idealis gaznak tekintjiik, akkor strtsége pc = %, a folyadék viz strtsége pedig kordabbi (8)
0

eredményiink alapjan pp =~ % Ezeket felhasznalva a kovetkezd eredményt kapjuk:

20b2 TO
= 2 =15-10"%m.
" a At ’ m

3. feladat. A gazkisiilés legegyszeriibb modellje



A rész. Nem Onfenntarto gazkisiilés
A1. Minthogy az elektronok és ionok parokban keletkeznek, stirtiségiik minden idépillanatban megegyezik, n.(t) =
ni(t) = n(t). Az elektronok strisége a kiils¢ besugarzas miatt nd, a rekombinécié miatt csokken, igy az

n(t) = Zext — Zrek = Zext — rn?

differencialegyenlet irhato f6l. A feladat szerint az egyenlet megoldasat n(t) = ng + atgh(bt) alakban kereshetjiik.
Az n(0) = 0 kezdeti feltétel miatt ng = 0. Ezutan az n(t) = atgh(bt) fiiggvényt beirva a differencialegyenletbe,

figyelembe véve, hogy tgh’' z = , valamint, hogy ch?z — sh?z = 1, rovid szamolas utan azt kapjuk, hogy

ch?x
Dext
a= — b= \/1Zext.

A2, Egyetlen, Zqy; erdsségi kiils6 ionizalo esetén az egyensulyi elektronstrtség

T o Zext
(13) Ne = tli)rgo atgh(bt) =a = -

ahonnan Zg; = rng, tehat két ionizalot egyiitt hasznalva Zexe,1 + Zext,2 = rng, igy

Zextl Zext2 1

) 5 2 2 11

Ne = 4] 220 2802 n2 12 =210 —.
¢ r r el €2 cm?

A3. Minthogy az elektronok és ionok stirtsége és mobilitasa is megegyezik, a két toltéshordozo mozgasabol szarmazoé
elektromos dram is megegyezik, tehat I = I, + I; = 21.. Az L hosszu, S keresztmetszetd cs6ben levs elektronok szama
egyrészt a besugirzas miatt LS Zexi-tel ng, masrészt, a rekombindcid, illetve a kidramlas miatt SLrng—tel, illetve
vSne-vel csokken idGegységenként. Egyensily esetén az elektronok sziama nem véltozik, tehét

SLZoyt — SLrng —vSne = 0.

U
Felhasznalva, hogy az elektronok driftsebessége v = F = 3 72 masodfoku egyenlet pozitiv megoldasa ne-re:

BU 47 LA Z s
(14) TLQZW 1+W—1 .

A keresett aramerdsség:

€Sﬁ2U2 | 47"L4Zext
(15) IZQIeZQGTLe’USZW< 1+W—1 .

A4. Kis U fesziiltség esetén (15) kifejezésben a gyokjel alatti méasodik tag mellett az elss, +1 tag, és a gyokvonas
utan a —1 is elhanyagolhato, tehat ekkor

I~ eSB2U?  [4rLAZey _ 2eSBU [ Zext
rL3 B2U? L r

(Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a (15) egyenletben az n elektronsiirtiség helyére nem a (14) kifejezést,
hanem a zérus fesziiltség mellett kapott (13) értéket helyettesitjiik.)
Ezt felhasznalva a gaz fajlagos ellenéllasa:

Us 1 T

ST 5B T

B rész. Onfenntarté gazkisiilés. Ebben a részben az egyensulyi &ramot tanulmanyozzuk, igy az elektronok n, és
az ionok n; strtsége nem fligg az id6tdl, viszont az elektronlavina miatt fligg a helytsl. A feladat feltevése értelmében

az F = — elektromos tér a cs6 mentén homogén, és az elektronok valamint ionok sebessége v = SFE allandé.

B1. Ahogy a feladatban szerepel, az = tengely mutasson az L hosszisagu gazcsé mentén a novekvs elektromos
potencial iranyaba, azaz az elektronok mozgasanak irdnyaba. Az x és x + dx kozti szeletben levé elektronok szama
egyrészt a besugarzas miatt Zoy, Sda-szel, az elektronok bedramlasa miatt v.Sne(x)-szel, az elektronlavina miatt pedig



avSne(z)da-szel n, masrészt, az elektronok kidramlasa miatt vSne(x +dzx)-szel csokken idSegységenként. Allandosult
adramlés esetén azonban a teljes elektronszam nem valtozik, tehat

0 = ZextSda + vSne(2) + avSne(x)dx — vSne(x + dx) .
S—— N——

besugarzas  bearamlas  elektronlavina kidramlas

Az egyenletet da-szel osztva, és felhasznélva, hogy az elektronok altal képviselt aram I.(X) = evSne(x), az
Il(z) = €S Zexs + alo(w)

differencialegyenletet kapjuk, melybe behelyettesitve a megadott I,(z) = Cre1® + A, kisérletezs fiiggvényt, rovid
szamolas utan az

_eSZext7 Ie(!E) — Cleam _ eSZext

« (0%

(16) Al =qQ, A2 =

eredmények adodnak. (A képletekben e az elemi toltés, e pedig az Euler-féle szam.)
B2. Gondolatmenetiink az elektrondram esetéhez hasonld; allandosult dramlés esetén az x és x + dx kozti szeletben
az ionok szdma nem valtozik, tehat

0 = ZextS dx — vSni(z) + avSne(x) de +vSni(x + dz) .
SN— N—_—

besugarzas  kiaramlas elektronlavina bearamlas

(Az ionok ellentétes mozgasa miatt a masodik és negyedik tag elGjele megvaltozott, és az elektronlavinat leir6 tagban
nem n;, hanem tovabbra is n. szerepel!) Innen az elektronaramra kapott (16) eredmeényt is felhasznalva az

I[(x) = —eSZexs — alo(z) = —aCie™®
Osszefiigges adodik, amit az adott I;(x) = Cy + B1eP2® formulaval 6sszevetve a
(].7) B1 = —Ol, B2 = Q, II(IE) = 02 — C’leo‘m

eredményhez jutunk.

B3. Mivel az an6dbol nem lépnek ki ionok, ezért I;(L) = 0.

B4. A masodlagos elektronkeltés definiciojanak értelmében I,(0) = v1;(0).

B5. Az el6z6 két pontban kapott hatéarfeltételekbe beirva a (16) és (17) formulakat megkaphatjuk a hidnyzo C; és
Cs egyiitthatokat:

ol _ GSZext ) 1
02_2126 - — “ a 14yl —eh)
€0 Lex
Cy — L= (Cy - 1) Cy = €5 Zext 1

a e l(l+q) -7

A teljes aram az ionok és az elektronok jarulékanak Gsszege. Ahogy varjuk, ez mar nem fiigg az x helytdl, és értéke:

_ . €S Zext - €S Zext 1
(18) I'=I(z)+ Li(z) = Cy 0 4 (eaL(1+7)_~Y 1) '

B6. Elég hosszu cs6 esetén az elektronlavinabol keletkezd elektronok elegendd toltéshordozot biztositanak az dram
fenntartasahoz (s6t, noveléséhez) kiils6 gerjesztés nélkiil is. A (18) képletbdl latszik, hogy ahogy L értékét noveljiik,
I ng6, és L 7 Ly, esetén I — co. Az Ly, kritikus hossz a (18) képletben szerepls tort nevezdjének zérushelye:

1. (1
e (149 =7=0 = Lu=—I (%) '

Kisérleti feladat: Latni a lathatatlant

A mérési feladat cime és témaja nagyon izgalmas: Az optikai anizotropia jelensége lehet6vé teszi, hogy polarizalt
fény segitségeével megfigyeljiink ,lathatatlan” jelenségeket. (Sajnos a mérési eszk6z0k kivitelezése és a feladatok nem
elég részletes megfogalmazasa a versenyz6k tobbségének megnehezitette a mérés elvégzését és a jelenségek megértését.)

Sok anyag optikailag anizotrop, ami azt jelenti, hogy a térésmutaté fiigg a fényterjedés és a polarizécid iranyatol.
Optikailag izotrop anyag is anizotroppd valhat mechanikai fesziiltség, egyenetlen melegités vagy kiilsé elektromos tér
hatasara. A kristaly optikai tengelyének azt az irdnyt nevezziik, amely mentén a fény a kristdlyban kett&storés nélkiil
halad. A 3. dbran lathato a kettGstorés jelenségét vizsgald optikai elrendezés véazlata.
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3. dbra. Az optikai anizotropia vizsgalatara szolgéalo elrendezés vazlata

A fénysugar az l-es poléarsziirére esik, melynek ateresztési sikja az O10] egyenesben metszi a polarszirs sikjat.
Az 1-es polarsziirén valo athaladas utan a fény linearisan polaros lesz, és az E; elektromos térersség vektora az 1-es
polarizator ateresztési sikjaban fog rezegni. Ezutan a fény az anizotrop P lemezre esik, melynek PP’ iranyd optikai
tengelye 45°-o0s szoget zar be az 1-es polarszir§ atengedési sikjaval. A P lemezben ekkor két kiilonb6z6 fényhullam
keletkezik: az E, ordinarius sugar polarizacids irdnya a lemez optikai tengelyére meréleges, az E, extraordinarius
sugaré pedig azzal parhuzamos. A két hullaimra vonatkozo torésmutatd kiilonbozik, kiilonbségiik: An = ny — ne.
Emiatt a két hullam kozott a lemezen valé athaladas és a kilépés utan Ap = 2rhAn/\ faziskiilonbség lesz (h a lemez
vastagsaga, A a fény hullamhossza vakuumban), és igy a kilépd fény elliptikusan polaros lesz. Ez a fénysugar esik a 2-es
polarsztirére, melynek 0,0} &teresztési sikja merdleges az 1-es polarsziirs ateresztési sikjara.

Konnyen belathatd, hogy a P lemezen és a 2-es polarsziirén athaladé fény intenzitasa

A
Iy = kI sin? T*",

ahol Iy a lemezre es6 fény intenzitdsa, k a P lemez és a 2-es polarizator fényateresztési egyiitthatoja, Ay pedig
az ordindrius és extraordinérius sugar kozti faziskiilonbség a P lemezen valé athaladéds utan.

1. rész: Kvalitativ megfigyelés

A versenyz6knek elGszor kvalitativ megfigyeléseket kellett végezniiik. Ebben a részben egy fehér LED volt a fényfor-
ras, és a 3. dbrdn lathato elrendezésben a két egymasra meréleges ateresztési sika polarszirg koézé kiilonb6z6 mianyag
vonalzokat, gorbiilt foliacsikot és folyadékkristaly cellat (LCC) kellett helyezni, majd a megfigyelt jelenségeket leirni.

A vonalzokban a mechanikai fesziiltség, a gorbiilt foliasikban a valtozd vastagsag, az LCC-ben a rakapcsolt fesziiltség
hatasara valtozé optikai anizotropia figyelhetd meg. (A folyadékkristaly az anyag olyan allapota, mely a kristalyos
szilard és amorf folyadék kozott van. A folyadékkristaly molekulainak orientacidja konnyen allithatéd és szabalyozhatd
elektromos térrel. A folyadékkristaly cella optikailag anizotrop, kétféle torésmutatoja van. A jelenség mértéke fiigg
az alkalmazott valtakozo fesziiltségtol. Az LCC két iiveglapbdl all, melyek belss feliiletét atlatszo vezets réteg boritja.
A lemezek kozt van egy koriilbeliil 10 ym vastagsagu folyadékkristaly oldat. A lemezekhez kivezetéseket forrasztanak,
amivel egy tapegységre lehet kapcsolni ket. Ha nem kapcsolunk ré fesziiltséget, a folyadékkristaly hossza molekulai
a lemezekkel parhuzamosak. (A hosszukas molekulék iranya egybeesik a kristaly optikai tengelyével.)

Mivel a jelenségek hullamhosszfiiggsk, a fényforras fehér fényének Osszetevéi kiilonboz6 mértékben gyengiilnek:
szines csikok és foltok jelennek meg.

2. rész: A mérés

A feladat masodik, hosszabb részében kvantitativ méréseket végeztek a versenyzsk. A fehér LED helyett egy (piros)
lézerdioda volt a fényforras, az atmend fény intenzitdsat pedig egy fotodetektorral lehetett mérni.

A fotodetektor egy fotodiodabol, egy terheld ellenallasbol és egy voltmérdbdl all. ElGszor ezt az eszkozt kellett
vizsgalni: megéllapitani, hogy milyen terhel6 ellenallassal miikddik optimalisan. Ezutan az igy beallitott eszkozzel
kiilénbo6z6 anizotrop anyagokon végezhettek méréseket a didkok.

A miianyag vonalzokban a gyéartas sordn mechanikai fesziiltség keletkezik, amely az anyagban helyt6l fiiggs ani-
zotropiat okoz. Emiatt a vonalzoét a 3. dbrdn lathatd mérési elrendezéssel vizsgélva a hely fiiggvényében valtozd
intenzitas mérhets. Ebbdl meg lehet hatarozni az ordinarius és extraordinarius sugar kozti Ay faziskiilonbség hely-
fiiggését. A tapasztalat szerint a faziskiilonbség a hely linearis fiiggvénye, ami viszont az intenzitas szinusznégyzetes
valtozasat okozza. A mérésben ennek a szinusznégyzetes fliggvénynek egy kis darabja mérhet6 ki, és ebbdl lehetett
kovetkeztetni a faziskiilonbségre (ami nem volt kénnyt feladat).

Ezutan a versenyzoknek egy folyadékkristaly cellat kellett vizsgalniuk. A cella anizotropiaja akkor maximalis, ha
a cella nem kap fesziiltséget. Ha a cellara egyre nagyobb (valto)fesziiltséget kapcsolunk, az anizotropia (a térésmutatok
kozotti kiilonbség, és igy a fazistolas) monoton (de nemlineérisan) csokken, és emiatt az &tmend intenzitas nulla és egy
maximaélis érték kozott oszcillal. A mérés alapjan kozvetleniil ez az oszcillalo fiiggvény (az intenzitas a cellara kapcsolt



fesziiltség fliggvényében) rajzolhato fel, majd ebbdl lehet kovetkeztetni a maximalis fazistolas nagysagara és a fazistolas
fesziiltségtol valo fliggésére. (A fesziiltségliiggés a tapasztalat szerint egy bizonyos tartomanyban hatvanyfiiggvény:
a versenyzdknek a hatvanyfiiggvény kitevGjét is meg kellett hatérozniuk.)

Az utolsd meérési feladat egy gorbiilt foliacsik vizsgalata volt. Ebben az esetben az anyag anizotrépidja mindenhol
ugyanakkora volt, de a gorbiilet miatt a fény a foliacsik kiilonb6z6 helyein mas-mas utat tesz meg a foliacsikon beliil,
és emiatt itt is helyfiiggs faziskiilonbség alakul ki. Mérni most is az intenzitas valtozasat lehetett, és ismét ebbdl kellett
kovetkeztetni a faziskiilonbség valtozéasara (minden részfeladatban ez a legnehezebb lépés).

A mérés alapjan meghatarozhaté a nem gorbiils foliacsik fazistolasa, valamint a féliacsik gorbiileti sugara.



