
A 45. Nemzetközi Fizikai Diákolimpia

elméleti feladatai

1

1. feladat

1

(összesen 9 pont).

A rész (3 pont). Egy ki
si, m tömeg¶ testet óvatosan egy M tömeg¶ és R sugarú, vékonyfalú, hengeres 
s® bels®

falára helyezünk. Kezdetben a 
s® nyugalomban van egy vízszintes sík felületen, a kis test pedig R magasságban

helyezkedik el a sík fölött, ahogy az 1. ábrán látható. Határozd meg a kis test és a henger közt ható F er®t abban

a pillanatban, amikor a kis test áthalad a pályája legala
sonyabb pontján. Tedd fel, hogy a kis test és a henger között

nin
s súrlódás, a henger viszont meg
súszás nélkül mozog a sík felületen. A nehézségi gyorsulás g.

1. ábra

B rész (3 pont). Egy r = 5,00 
m sugarú szappanbuborékot, melyben kétatomos ideális gáz van és falának

vastagsága h = 10,0 µm, vákuumba helyezünk. A szappanhártya felületi feszültsége

σ = 4,00 · 10−2 N/m

és s¶r¶sége

̺ = 1,10 g/cm3.

1) Vezesd le a buborékban lév® gáz moláris h®kapa
itásának képletét egy olyan folyamatra, amelyben a gázt olyan

lassan melegítjük, hogy a buborék mindvégig egyensúlyban van. Add meg a numerikus eredményt is.

2) Vezesd le és számítsd ki a buborék sugárirányú rezgésének ω körfrekven
iáját azt feltételezve, hogy a buborék

falának h®kapa
itása sokkal nagyobb, mint a buborékban lév® gáz h®kapa
itása. Azt is feltételezd, hogy a buborék

belsejében a termikus egyensúly sokkal gyorsabban alakul ki, mint a rezgés periódusideje.

Segítség: Lapla
e bebizonyította, hogy egy görbült határfelület küls® és bels® oldala közt a felületi feszültség

következtében nyomáskülönbség van, ami ∆p = 2σ/r.

C rész (3 pont). Kezdetben a 2. ábrán látható kap
solásban a K kap
soló nyitott, a 2C kapa
itású kondenzátor

töltése q0, a C kapa
itású kondenzátor töltetlen. Az L és 2L induktivitású teker
seken nem folyik áram. A kondenzátor

elkezd kisülni, és abban a pillanatban, amikor a teker
sek árama maximális lesz, a K kap
solót hirtelen bekap
soljuk.

Határozd meg a kap
solón ezután átfolyó I
max

maximális áramer®sséget.

2. ábra

2. feladat. Van der Waals-állapotegyenlet (összesen 11 pont). Az ideális gázok jól ismert állapotegyenlete

ugyan kielégíti a Clapeyron�Mengyelejev-törvényt, azonban a következ® fontos �zikai hatásokat elhanyagolja. El®ször,

a valódi gázrésze
skék mérete nem nulla; másodszor, a része
skék köl
sönhatnak egymással. Ebben a feladatban min-

denütt egy mól vizet vizsgálunk.

A rész. Reális gáz állapotegyenlete (2 pont). A része
skék véges méretének �gyelembevételével a gáz állapot-

egyenlete

p(V − b) = RT,

1

A hivatalos megoldást és a mérési feladatokat a KöMaL novemberi számában ismertetjük.

A feladatok kidolgozására 5 óra állt rendelkezésre. A három elméleti feladatra összesen 30 pontot lehetett kapni. A részfeladatok után

közölt pontszámok az egyes kérdések nehézségi fokára utalnak.

1

Ez a feladat 3 független részb®l áll.
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ahol p, V , T rendre a gáz nyomását, moláris térfogatát és h®mérsékletét jelöli, R az univerzális gázállandó, b pedig

egy konstans, mely a kizárt térfogatot jellemzi.

A1 kérdés (0,3 pont): Be
süld meg a b konstans értékét, és fejezd ki a molekulák d átmér®jével.

A molekulák közti vonzó köl
sönhatás �gyelembevételére van der Waals a következ® állapotegyenletet javasolta,

mely jól leírja a közegeket, mind a folyadék, mind a gáz fázisban:

(

p+
a

V 2

)

(V − b) = RT.

Az egyenletben szerepl® a egy másik konstans.

Bizonyos Tk kritikus h®mérséklet alatti T h®mérsékletek esetén a (2) egyenlet izotermái a 3. ábra 1. jel¶ görbéjéhez

hasonló, nem monoton függvények. Ezeket van derWaals-izotermáknak nevezzük. Ugyanezen az ábrán a 2. jel¶ görbe az

ideális gáz megfelel® izotermáját mutatja. A valódi izotermák a van der Waals-izotermáktól abban különböznek, hogy

az AB szakaszon a nyomás értéke konstans, melyet pFG jelöl. A konstans szakasz a VF és VG térfogattal jelölt állapotok

között helyezkedik el, ahol a két térfogat rendre a folyadék, illetve a gáz fázis móltérfogatát jelöli. A termodinamika

második f®tételét felhasználva J. Maxwell megmutatta, hogy a pFG nyomás az az érték, amely mellett az ábrán látható

I. és II. területek megegyeznek.

3. ábra. A folyadék�gáz átmenethez tartozó van der Waals-izoterma (1. görbe),

valamint az ideális gáz izotermája (2. görbe)

A h®mérséklet növelésével az izotermák AB konstans szakasza egyetlen ponttá zsugorodik össze, amikor a h®mér-

séklet, illetve a nyomás elér egy bizonyos Tk, illetve pFG = pk értéket. A pk és Tk értékeket, melyek kísérletileg nagy

pontossággal mérhet®k, kritikus értékeknek nevezzük.

A2 kérdés (1,3 pont): Fejezd ki a van der Waals-egyenletben szerepl® a és b paraméter értékét Tk és pk segítségével.

A3 kérdés (0,2 pont): Víz esetében Tk = 647 K és pk = 2,2 · 107 Pa. Add meg víz esetén az a
víz

és b
víz

paraméterek

numerikus értékét.

A4 kérdés (0,2 pont): Be
süld meg a vízmolekulák d
víz

átmér®jét.

B rész. Gáz és folyadék fázis tulajdonságai (6 pont). A feladatnak ebben a részében T = 100 ◦

C h®mérséklet¶

víz tulajdonságait vizsgáljuk gáz, illetve folyadék fázisban. Jól ismert, hogy ezen a h®mérsékleten a telített vízg®z

nyomása pFG = p0 = 1,0 · 105 Pa, a víz moláris tömege pedig µ = 1,8 · 10−2
kg

mol
.

Gáz fázis. Ésszer¶ feltételezés, hogy gáz halmazállapotában fennáll a VG ≫ b egyenl®tlenség.
B1 kérdés (0,6 pont): Fejezd ki a VG térfogatot az R, T , p0 és a mennyiségek segítségével.

Az ideális gáz állapotegyenletét használva ki
sit más VG0 móltérfogat adódik, ami jól közelíti a fenti móltérfogatot.

B2 kérdés (0,3 pont): Határozd meg a g®z móltérfogatának a molekulák közti vonzóer® hatására bekövetkez® relatív


sökkenését, azaz a

∆VG

VG0

=
VG − VG0

VG0

mennyiséget.

Ha a rendszer térfogatát VG alá 
sökkentjük, akkor a g®z általában elkezd le
sapódni. Azonban ha a gáz igen

tiszta, akkor me
hanikai szempontból metastabil állapotban is maradhat (ezt túlh¶tött g®znek nevezünk). A metastabil

állapot végs® határa a VG,min móltérfogat. Állandó h®mérsékleten a túlh¶tött g®z létezésének a feltétele:

∆p

∆V
< 0.

B3 kérdés (0,7 pont): Add meg egyenlettel, és számold is ki numerikusan, hogy a telített vízg®z térfogata legfeljebb

hányadrészére 
sökkenthet® túlh¶téssel, azaz határozd meg a

VG

VG,min

hányadost.

Folyadék fázis. A víz folyékony halmazállapotában a van der Waals-állapotegyenlet használatakor ésszer¶ feltéte-

lezés, hogy a p ≪ a/V 2
egyenl®ség teljesül.

B4 kérdés (1 pont): Fejezd ki a víz VF móltérfogatát folyadék halmazállapotban az a, b, R és T mennyiségek

segítségével.
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Feltételezve, hogy bRT ≪ a, határozd meg a víz következ® jellemz®it. Ne lep®dj meg, ha a kapott értékek némelyike

nem egyezik a táblázatokban is megtalálható, jól ismert értékekkel.

B5 kérdés (0,3 pont): Fejezd ki a víz ̺F s¶r¶ségét folyadék fázisban a µ, a, b, R mennyiségek (némelyikének)

segítségével, és határozd meg a s¶r¶ség numerikus értékét is.

B6 kérdés (0,6 pont): Fejezd ki az

α =
1

VF

∆VF

∆T

térfogati h®tágulás együtthatót az a, b, R mennyiségekkel, és add meg az együttható numerikus értékét is.

B7 kérdés (1,1 pont): Fejezd ki a víz (tömegegységre vonatkoztatott) L párolgásh®jét a µ, a, b, R mennyiségek

segítségével, és add meg a párolgásh® numerikus értékét.

B8 kérdés (1,2 pont): Egyetlen molekula vastagságú vízréteget vizsgálva be
süld meg a víz σ felületi feszültségét.

C rész. Folyadék�gáz rendszer (3 pont). A Maxwell-szabály segítségével (a területek egyenl®ségét kifejez®

egyszer¶ integrálással), a van der Waals-állapotegyenlet felhasználásával valamint a B részben alkalmazott közelítések

�gyelembevételével megmutatható, hogy a telített vízg®z pFG nyomásának a T h®mérséklett®l való függése

ln pFG = A+
B

T

alakú, ahol az A és B konstansok a következ®képpen fejezhet®ek ki az a és b paraméterekkel:

A = ln
( a

b2

)

− 1, B = −
a

bR
.

W. Thomson megmutatta, hogy a telített vízg®z nyomása függ a folyadékfelszín görbületét®l is. Tekintsünk ugyanis

egy folyadékot, mely nem nedvesíti egy kapilláris 
s® falát (az illeszkedési szög 180◦). Ha a kapillárist a folyadékba

merítjük, akkor a folyadékszint a felületi feszültség miatt a 
s®ben lejjebb száll (lásd az 4. ábrát).

4. ábra. A nem nedvesít® folyadékba merül® kapilláris 
s®

C1 kérdés (1,3 pont): Fejezd ki a görbült folyadékfelszín fölötti telített vízg®z nyomásának ki
siny ∆pT megvál-

tozását a vízg®z ̺G s¶r¶sége, a folyadék ̺F s¶r¶sége, a σ felületi feszültség valamint a felszín r görbületi sugara

segítségével.

A B3 részben vizsgált metastabil állapotot sok kísérleti elrendezésben használják, például az elemi része
skék

detektálására szolgáló ködkamrában is. A túlh¶tött állapot természeti jelenségeknél is meg�gyelhet®, például a hajnali

harmatképz®désnél. A túlh¶tött vízg®z folyadék
seppeket formálva 
sapódik ki. A nagyon kis méret¶ víz
seppek

gyorsan elpárolognak, azonban a kell®en nagyok tovább növekedhetnek.

C2 kérdés (1,7 pont): Tegyük föl, hogy este t0 = 20 ◦

C h®mérsékleten a leveg®ben lev® vízg®z telített, és hajnalra

a környezet h®mérséklete kismértékben, ∆t = 5 ◦

C-kal 
sökken. Feltételezve, hogy a pára nyomása nem változik,

be
süld meg azt a minimális sugarat, amelynél nagyobb víz
seppek mérete növekszik. Használd a víz felületi feszült-

ségének irodalmi értékét: σ = 7,3 · 10−2
N/m.

3. feladat. A gázkisülés legegyszer¶bb modellje (összesen 10 pont). Egy gázon átfolyó elektromos áramot

gázkisülésnek nevezik. Sokféle gázkisülés van: a fény
sövekben, a hegesztéshez használt ívkisülés, és a villámokból jól

ismert szikrakisülések.

A rész. Nem önfenntartó gázkisülés (4,8 pont). A feladatnak ebben a részében az úgynevezett nem önfenntartó

gázkisülést tanulmányozzuk. Ahhoz, hogy folyamatos gázkisülés jöjjön létre, egy küls® ionizálóra van szükség, amely

térfogat- és id®egységenként Z
ext

darab egyszeresen ionizált ionból és szabad elektronból álló párt hoz létre.

Amikor a küls® ionizálót bekap
soljuk, az elektronok és ionok száma n®ni kezd. Az elektron- és ions¶r¶ség határtalan

növekedésének a rekombiná
ió szab gátat: ebben a folyamatban egy szabad elektron és egy ion semleges atommá

rekombinálódik. A térfogat- és id®egységenként lejátszódó rekombiná
iók Z
rek

számát a következ® kifejezés adja meg:

Z
rek

= r ne ni,

ahol az r állandó az úgynevezett rekombiná
iós együttható, és ne, illetve ni az elektron-, illetve ions¶r¶séget jelenti.
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Tegyük fel, hogy a küls® ionizálót a t = 0 pillanatban kap
soljuk be, és ekkor az elektronok és az ionok kezdeti

s¶r¶sége egyaránt nulla. Ezután az elektronok ne(t) s¶r¶sége a t id® függvényében a következ®képp változik:

ne(t) = n0 + a th(bt),

ahol a és b állandók, th x pedig a tangens hiperbolikusz függvény.

A1 kérdés (1,8 pont): Határozd meg és fejezd ki n0, a, b értékét Zext

és r függvényében.

Tegyük fel, hogy két küls® ionizálónk van. Ha 
sak az egyiket kap
soljuk be, az elektrons¶r¶ség a gázban ne1 =
12 · 1010 cm−3

egyensúlyi értéket ér el. Ha 
sak a másikat kap
soljuk be, akkor viszont az egyensúlyi elektrons¶r¶ség

ne2 = 16 · 1010 cm−3
.

A2 kérdés (0,6 pont): Határozd meg a gázban kialakuló egyensúlyi ne elektrons¶r¶séget, ha egyszerre mindkét

küls® ionizálót bekap
soljuk.

Figyelem! A következ®kben feltételezzük, hogy a küls® ionizáló hosszú ideje be van kap
solva, a folyamatok sta
i-

onáriussá váltak, és nem függenek az id®t®l. A töltéshordozók által keltett elektromos teret hagyd teljesen �gyelmen

kívül.

Tegyük fel, hogy a gáz egy 
s®ben van két párhuzamos, A terület¶ vezet® lemez között, melyek távolsága egymástól

L ≪
√
A. A lemezek közé kap
solt U feszültség elektromos teret hoz létre. Tegyük fel, hogy mindkét fajta töltéshordozó

s¶r¶sége közel állandó a 
s®ben. Tegyük fel, hogy az elektronok (jelöljük e indexszel) és az ionok (jelöljük i indexszel)

is ugyanakkora v rendezett sebességre tesznek szert az E elektromos tér hatására:

v = βU,

ahol a β állandó neve mobilitás.

A3 kérdés (1,7 pont): Fejezd ki a 
s®ben folyó I elektromos áramot U , β, L, A, Z
ext

, r és az e elemi töltés

függvényében.

A4 kérdés (0,7 pont): Határozd meg és fejezd ki a gáz ̺
gáz

fajlagos ellenállását β, L, Z
ext

, r és e függvényében

kell®en ki
si feszültség esetén.

B rész. Önfenntartó gázkisülés (5,2 pont). A feladatnak ebben a részében az önfenntartó gázkisüléssel foglal-

kozunk, és megmutatjuk, hogyan válik a 
s®ben az áram önfenntartóvá.

Figyelem! A következ® részben a küls® ionizálás ugyanazzal a Z
ext

ionizá
iós rátával m¶ködik tovább. Hanyagold el

a töltéshordozók által keltett elektromos teret, így az elektromos tér homogén a 
s®ben. Ezen kívül a rekombiná
ió is

teljesen elhanyagolható.

Az önfenntartó gázkisülésben van két fontos folyamat, amit eddig nem vettünk �gyelembe. Az els® folyamat a sze-

kunder elektronok kibo
sátása, a második pedig az elektronlavinák kialakulása. A szekunder elektron kibo
sátás akkor

történik, ha ionok ütköznek a negatív elektródnak (katód), és a kilökött elektronok a pozitív elektród (anód) felé mo-

zognak. Az egységnyi id® alatt kilökött elektronok Ṅe számának és az egységnyi id® alatt a katódba 
sapódó ionok Ṅi

számának aránya a szekunder elektron kibo
sátási együttható:

γ =
Ṅe

Ṅi

.

Az elektron-lavinák kialakulását a következ®képp magyarázhatjuk. Az elektromos tér felgyorsítja az elektronokat,

melyek mozgási energiája elég nagy lesz ahhoz, hogy ütközéskor újabb atomokat ionizáljanak. Ennek következtében

jelent®sen megn® az anód felé haladó szabad elektronok száma. Ezt a jelenséget az α Townsend-együtthatóval írjuk le,

ami megadja az elektronok számának dNe növekedését miközben Ne elektron áthalad ∆ℓ távolságon:

dNe

dℓ
= αNe.

A teljes I áram a 
s® bármely keresztmetszetén az Ii(x) ionáramból és az Ie(x) elektronáramból áll, melyek

állandósult állapotban függenek a 5. ábrán látható x koordinátától. Az Ie(x) elektronáram az x tengely mentén

a következ®képp változik:

Ie(x) = C1e
A1x +A2,

ahol A1, A2 és C1 állandók.

5. ábra
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B1 kérdés (2 pont): Határozd meg és fejezd ki A1, A2 értékét Z
ext

, α, e, L és A függvényében.

Az Ii(x) ionáram az x tengely mentén a következ® kifejezés szerint változik:

Ii(x) = C2e
B1x +B2,

ahol B1, B2 és C2 állandók.

B2 kérdés (0,6 pont): Határozd meg és fejezd ki B1, B2 értékét Z
ext

, α, e, L, A és C1 függvényében.

B3 kérdés (0,3 pont): Add meg az Ii(x)-re vonatkozó peremfeltételt, ha x = L.

B4 kérdés (0,6 pont): Add meg az Ii(x)-re és Ii(x)-re vonatkozó peremfeltételt, ha x = 0.

B5 kérdés (1,2 pont): Határozd meg és fejezd ki az I teljes áram értékét Z
ext

, α, γ, e, L és A függvényében. Tedd

fel, hogy ez az érték véges marad.

Legyen az α Townsend-együttható állandó. Ha a 
s® hossza nagyobbá válik, mint egy kritikus érték, azaz L > L
krit

,

a küls® ionizálás kikap
solható, és a kisülés önfenntartóvá válik.

B6 kérdés (0,5 pont): Határozd meg és fejezd ki L
krit

értékét Z
ext

, α, γ, e, L és A függvényében.
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