Matematika és fizika toto megoldés

A telitaldlatos szelvény:
2,X,2, X,2,1, 22,1, 1,2,X, X, 2.

Az alabbiakban révid dtmutatdst adunk o feladatok megolddsihoz.

1. Huazzuk el6szor (nem feltétleniil egyforma nagy erével) a maszorudat és a kotelet ugy, hogy az aljuk ugyanolyan
magasra emelkedjék. Mivel ilyenkor a maszorad tomegkozéppontja biztosan tavolabb van a felfiiggesztési ponton
atmend fliggslegestdl, mint a kotélé, a mészokotél ilyen helyzetben tartasdhoz kisebb erd sziikséges, mint a ridnal
alkalmazott ers. Ha ezekutén a kotélre kifejtett er6t megnoveljiik annyira, hogy a rudat hizéd erével egyforma nagy
legyen, a kotél vége magasabbra emelkedik, mint a rad alja. 2. Hivjuk a hangya két iranyvaltoztatas kozott megtett

atjat ,Jépés™nek. Igy azt kell megmutatnunk, hogy amennyiben a hangya visszaért kiindulasi pontjaba, akkor lépéseinek
szama oszthato 4-gyel.

Vil4dgos, hogy a hangya visszatéréséig ugyanannyiszor lépett balra, mint jobbra, dsszesen tehat paros sokat lépett
vizszintesen. Ugyanez igaz a fligg6leges iranyu lépéseire is.

Ha a hangya kezd& 1épésének iranyaval parhuzamosan érkezett volna vissza, akkor a lépésenkénti irdnyvaltoztatas
miatt eggyel kevesebbszer 1épett volna erre az irdnyra merdlegesen, mint vele parhuzamosan, igy vagy a vizszintes,
vagy pedig a fliggsleges 1épéseinek a szama péaratlan volna. Lattuk viszont, hogy e két szam péaros, hangyank tehét
csak az indulési irdnyra merélegesen fejezhette be utjat. Ebbél kovetkezik, hogy ugyanannyit lépett vizszintesen, mint
fliggblegesen. Lépéseinek a szama tehat egy paros szam kétszerese, igy valoban oszthaté 4-gyel.

A megadott valaszok koziil csak a 100 olyan tobbszordse az 5-nek, melyben a szorzd oszhatod 4-gyel.

3. Megmutatjuk, hogy harom instabil oldallapt homogén tetraéder nincsen. (Kevesebb instabil oldallappal rendel-
kez6 viszont nyilvanvaléan létezik. Példaul egy ,er6sen tompaszogi” haromszog alapd, ,nagyon ferde” gila két lapjarél
is felborul.)

Ha a tetraédernek valamelyik lapja instabil, akkor atbillenéskor a stulypontja alacsonyabbra keriil. Egy tetraéder
silypontjanak magassaga a tetraéder magassaganak negyedénél talalhato, igy minél nagyobb teriiletd lapjan fekszik
a tetraéder, a silypont anndl alacsonyabban helyezkedik el. Belatjuk: ha valamelyik oldallap instabil, akkor létezik
a tetraédernek legalabb két masik oldallapja, amelyek teriilete nagyobb, mint a kérdéses lap teriilete. Ebb6l méar
kovetkezik, hogy a legnagyobb és a masodik legnagyobb teriiletd oldallap stabil kell legyen.

Egy homogén tetraéder stulypontjanak s helyvektorat az

(a+b+c+d)
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moédon szamithatjuk ki a tetraéder csucsaiba mutaté a, b, ¢ és d vektorok segitségével. A tetraédernek az ABC lapja
akkor instabil, ha a tetraéder stlypontjanak s helyvektoranak az ABC sikra esé s’ vetiilete az ABC haromszogon
kiviilre esik.

Tegyiik fel, hogy a tetraéder ABC lapja instabil, és legyen az origd az ABC haromszog S silypontja! Ekkor
a+b+c=0,igy s = d/4. Nagyitsuk fel az ABC haromszoget az S stlypontjabol centralisan a négyszeresére! Az
ABC oldallap borulékonysaga miatt a d vektor ABC sikra vett d’ vetiiletének végpontja kiviil esik a felnagyitott
A'B'C’ haromszogon.

B/

1. 4bra

Koénnyen belathato, hogy AM = M P, ezért a BC és B'C’ egyenesek tévolsaga ugyanakkora, mint az A cstcs és
a BC egyenes tavolsdga. Ugyanez igaz a tobbi oldalra is. Ebbdl kdvetkezik, hogy a D cstics D’ vetiilete kiviil esik
az A'B’C’ haromszogon, tehat egyik oldalélének — mondjuk B'C’-nek — az ABC haromszoggel ellentétes oldalara
kertil.

LA kérdések a 45. oldalon talalhatok.



Megmutatjuk, hogy ehhez a tetraédernek legalabb két oldallapja nagyobb teriilet(, mint az alaplap t(ABC) teriilete.
t(BCD') > t(ABC), hiszen D’ messzebb van BC-t6l, mint az A pont. Masrészt ¢(BCD) > t(BCD'), mert a BC'D'
haromszoget a BC D-bdl vetitéssel allitottuk el§. Tehat a BC'D haromszog teriilete nagyobb, mint az ABC haromszog
teriilete. Az dbrdbol leolvashatéan az is fennall, hogy

t(ABD'") +t(ACD’) > t(ABC) + t(BCD') > 2 - t(ABC),

tehat az ABD’ és ACD’ haromszogek valamelyike is biztosan nagyobb teriiletd, mint az alaplap, a hozza tartozo
tetraéderlap pedig (a vetités miatt) még nagyobb. Talaltunk tehat két olyan oldallapot (BCD, valamint ABD és
ACD koziil az egyik), amelynek teriilete nagyobb, mint az instabil ABC' oldallapé.

Ezzel belattuk, hogy egy homogén tetraédernek legaldbb két stabil oldallapja kell legyen.

4. A keresett szam fele és harmada is egész, igy az el6bbi 3-mal oszthatd négyzetszam, utobbi pedig 2-vel oszthatd
kobszam. A szam fele igy oszthaté 32 = 9-cel. Maga a szam emiatt 2-9 = 18-cal és 3 - 8 = 24-gyel, vagyis a 18 és a 24
legkisebb k6z0s tobbszorosével, 72-vel is oszthato.

A 72 fele 36, ami négyzetszam, ezért a keresett szam a 72-nek négyzetszamszorosa. Azt a legkisebb négyzetszamot
kell tehat még megkeresniink, amellyel 72 : 3 = 24-et megszorozva kiobszamot kapunk. Mivel 24 = 23 . 3, minden
alkalmas szorzo6 oszthato 3% = 9-cel, e szorzok legkisebbike pedig a 9.

A keresett szam tehat a 9 - 72 = 648. Ennek a fele 324, ami 18-nak a négyzete, harmada pedig 216, ami 6-nak
a kobe.

Megjegyzés. A megoldas soran tObbszor is felhasznaltuk azt az egyaltalan nem nyilvanvalo tényt, hogy egy szam
négyzetében és kobében ugyanazok a primtényezsk szerepelnek, mint a szamban, illetve hogy el6bbiben minden egyes
primtényez6 kitevGje paros, utébbiban pedig minden kitevd oszthat6 3-mal.

A fentiek a ,szamelmélet alaptételének” nevezett allitas kdvetkezményei, mely szerint pozitiv egész szamok csak
egyféleképpen bonthatok fel primszamok szorzatara.

5. A kihilés ,idsallandoja” a test meéretétdl (R), striiségetdl (o), fajhsjétdl () és a kornyezet hévezetGképességétol
(o) fiigg(het). (Feltételezziik, hogy maga a test a kornyezeténél sokkal jobb hévezets, pl. fém, emiatt a test hévezets-
képességét nem soroltuk fel a lényeges paraméterek kozott.) Ezen adatokbol id6 dimenzioju mennyiség T o< ocR? /o
moédon képezhetd, ami azt mutatja, hogy a kihiilés ,ideje” er6sen fiigg a test méretétsl. Kiilonbozs alakt, de azonos
yatlagos” méretid testek — mint azt egyszerd geometriaju konkrét példakon lathatjuk — altalaban méas-méas iitemben
hilnek. A hémeérsékletkiilonbség ,felez6dési ideje” tehat altalaban a test méretétdl is és az alakjatol is fligg.

6. Szamozzuk meg a perselyeket, illetve a hozzajuk ill6 kulcsokat 1-t61 10-ig, ezutan helyezziik el a kulcsokat a zart
perselyekben, majd &llitsuk sorba a perselyeket. A feltétel szerint ekkor a 10 kulcsnak 10!-féle egyenlGen valdszini
sorrendje lehetséges. Minden egyes sorrendnek a kulcsok egy részének a kihizasi sorrendje felel meg, nekiink azoknak
a sorrendeknek a szaméra van sziikségiink, amikor valamennyi perselyt fel tudjuk nyitni, tehat az Osszes kulcsot
kihaztuk.

Egy adott elhelyezés esetén pontosan akkor akadunk el, ha mar nyitva van az a persely, amelynek a kulcsa éppen
a keziinkbe keriilt. Maga a kulcs ekkor csak az 1-es szdmd, feltort persely kulcsa lehet, hiszen erészakoskodas nélkiil
felnyitott persely kulcsa nem lehet késGbbi perselyben. Amennyiben tehat valamennyi perselyt fel tudjuk nyitni, akkor
harmincadiknak az 1-es szamu, feltort persely kulcsat htzzuk ki. Hivjuk a kulcsok ilyen sorrendjeit a perselyekben jé
sorrendnek.

Marmost a kulcsok minden lehetséges S = (s1, s, . . ., S10) kihtzési sorrendjének — ahol tehat s19 = 1 — megfeleltet-
hetd a kulcsoknak egy olyan S* = (s7, s3, ..., 7y) jo sorrendje a perselyekben, melynek soran éppen az S sorrendben
fériink hozzé a kulcsokhoz. Nyilvan

8] =81, S5 =82, S5, =83, ..., Sg =89, S5 =5810= 1L

Az S < 5* megfeleltetés jol lathatoan kolcsonosen egyértelmten képezi le az 1-gyel végz6ds permutéciok halmazat
a jo sorrendek halmazara, igy éppen annyi j6 sorrend van, mint ahanyféleképpen sorba rakhatjuk a 10 darab kulcsot
ﬁg'y, hogy az 1-es szamu alljon az utolso6 helyen. Mivel pedig az ilyen sorrendek szama éppen 9!, a keresett valosziniiség

9! 1
10! 10°

7. A hémérséklet novekedtével a hajszalrugo hossza is és a billegSkerék atmérdje is megns. Emiatt a rugo direkcios
nyomatéka (egységnyi szogelfordulashoz sziikséges forgatonyomaték) lecsokken, a billegSkerék tehetetlenségi nyomatéka
pedig megnd. Mindkét valtozas noveli a torzids lengések periddusidejét, emiatt az 6ra (hacsak valamilyen triikkos
mechanizmussal ki nem egyenlitik ezt a hatést) késni fog.

8. Megmutatjuk, hogy a feltétel éppen a derékszogi haromszogekre teljesiil. Ek6zben felhasznéaljuk a kovetkezs
két, nyilvanvalo allitast:

(¥) A magassdgszakasz felezdpontja rajta van a magassigra merdleges kozépvonal egyenesén.

(xx) Ha egy egyenes nem megy dt egy adott hdromszog egyik csicsdn sem, akkor a hdromszog oldalai kézil pdros
sokat metsz belsd pontban, tehdt vagy kettdt, vagy pedig egyet sem.

A megoldasra térve legyen elGszor az ABC haromszog A csicsanal derékszog. Ekkor az AB és az AC' befogok
egyuttal magassagok is. A felezGpontjukat Osszekdts egyenes éppen a BC' oldallal parhuzamos kbzépvonal, ezen pedig



a (x) allitds miatt rajta van az A cstcsbol indulé magassagszakasz felez6pontja is. Derékszogl haromszog magassag-
szakaszainak felez6pontjai tehat valoban egy egyenesen vannak.

Most belatjuk, hogy hegyes- vagy tompaszogl haromszogre a feltétel nem teljesiil.

Ha a haromszog hegyesszogl, akkor mindhdrom magassigszakasz a haromszog belsejében van, igy a harom fele-
z6pont a koézépvonalhdromszog egy-egy oldalanak belsé pontja. Ha ezek egy egyenesen volnanak, akkor ez az egyenes
a kozépvonalharomszognek harom oldalat metszené belsé pontban, ami (x%) miatt lehetetlen.

Ha a haromszog tompaszogi, akkor két magassagszakasz a haromszogon kiviil, egy pedig azon beliil halad. A harom
felez6pont koziil ezért ketté a kozépvonalhdromszog egy-egy oldalegyenesén, de az oldalszakaszon kiviil, egy pedig
a harmadik oldalszakaszon beliil taldlhatd. Ha tehat a harom felez6pont egy egyenesen volna, akkor ez az egyenes
a kdzépvonalharomszognek pontosan egy oldalat metszené belss pontban, ami (xx) miatt ismét nem lehet.

Ezzel allitasunkat belattuk.

9. Azt kell megvizsgalnunk, hogy mekkora munkat végziink, mikozben a fonal hosszat valamekkora h tavolsaggal
lecsokkentjiik. Ha ez a munka mgh-val, vagyis az ingatest helyzeti energia-névekedésével lenne egyenls, akkor a lengés
amplitiddja nem valtozna.

Ténylegesen a végzett munka nagyobb, mint mgh, emiatt a lengések amplitudoja ndni fog. Igaz ugyan, hogy az mg
nehézségi erének csak mgcosy < mg komponense jarul hozza a fonaler6hoz, viszont a centripetélis gyorsulashoz
sziikséges muv? /€ ,tobbletert” is a fonalnak kell fedeznie. (Itt (t) = @max Sinwt az inga kitérése, v(t) = Qmaxfw cos wt
a lengd test pillanatnyi sebessége, w = \/g_/ﬂ pedig az aktudlis ingahosszhoz tartozo korfrekvencia.) A fonalat feszit6
erd (kis szogkitérések esetén)

2 2 2 cos2 wit
K(t)_mgcos<p+%%mg<l—%)+%_mg+mg<p‘2nax<— 2w +sin2wt>.

— 1
Az utols6 tagban szerepld zarojeles kifejezés (feliilvonassal jelolt) id6beli atlaga pozitiv, hiszen sin? p = cos2 ¢ = o

igy valoban K (t) > mg, vagyis a lengések szogamplitudéja novekszik.
10. Ha kobre emeljiik az eredeti egyenlet mindkét oldalat és a bal oldalt az

(1) (a+b)* =a® +b° 4 3ab(a + b)

azonossag szerint alakitjuk at, akkor rendezés utan a

(2) 320 1V —2({2z+ 1+ Vi—2) = —(z +8)
egyenlethez jutunk. Itt (1) alapjan a bal oldali zardjelben —/3 all, és igy

(3) 3V32x+1)(4—z)=xz+8.
Ismét kobre emelve és rendezve a harmadfoka
(4) 2% + 18622 — 3752 + 188 = 0

egyenletet kapjuk. A bal oldalon az egyiitthatok Osszege nulla, az egyenletnek tehat gyoke az 1, igy az (x — 1) tényez6
kiemelése utan a kapott masodfoku polinomot szorzatta alakitva végiil az

(5) (z —1)*(z+188) =0

egyenlet adodik. Ennek két gydke van, az 1 és a —188. Az eredeti egyenletnek az 1 nem megoldasa, hiszen ha x = 1,
akkor a bal oldal pozitiv, a jobb oldal pedig negativ. A (—188) megoldésa az (1) egyenletnek.

11. A viz felszine az Gj egyensulyi helyzetben a Fold és az égi jovevény egyiittes potencialis energidjanak szintfeliilete
kell legyen. A Fold gravitacios potencialja kozelitSleg ,yizszintes sikok” mentén dllandd, pontosabb szamolasnal a si-
kokat f6ldsugarnyi sugara gombokkel kell helyettesiteni). A pontszertinek tekinthets ,sotét anyagdarabka” gravitacios
potencialja is gémbfeliiletek mentén allando, de ezen gombok sugara sokkal kisebb, mint a F6ld sugara. (Feltételezziik,
hogy az égi jovevény megallt a tenger fenekén.) Az ered gravitacios tér ekvipotencialis feliiletei a kérdéses helyen
ykidudorodo” feliiletek, a viz felszine tehat a korabbi szinthez képest megemelkedik!

12. Legyen a kocka két szemkozti lapja ABCD és A’B’'C'D’, a kocka élhosszat pedig valasszuk egységnek. A test
Ot cstcsa koziil legalabb harom a kockédnak ugyanazon a lapjan helyezkedik el. Az altalanossidg megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy ez a héarom csics az A, B és a C. A maésik két cstcs elhelyezkedésétsl fiiggGen tobb esetet kell
megkiilonboztetniink.

Ha D is csticsa a testnek, akkor A’, B’, C' vagy D’ barmelyikét valasztjuk 6todiknek, egy négyzet alapi gulat

kapunk (1. dbra), melynek magasséga a kocka élével egyenld, tehat a térfogata , a kocka térfogatanak harmada.



3. dbra

Ha D nincs a kivalasztott cstcsok kozt, akkor A', B', C’, D', koziil kettSt valasztottunk. Ha D’ nincs koztiik, akkor
vagy van olyan lap, amelynek mind a négy csicsat kivalasztottuk, és igy az el6bb kapott négyzet alapt guldhoz jutunk
vagy az A’, C' cstcsokat valasztottuk (2. dbra)). Ez a test egybevago azzal a két masikkal, amelynek A’ és D', illetve
C' és D' a fedSlapon 16v6 cstcsai. Vizsgéljuk példaul az ABCA'C’ testet (2. dbra). Az A, C, C', A’ pontok egy sikban
vannak, egy téglalap négy csucsat alkotjak, maga a test téglalap alapu gula. Az 6t6dik csics tavolsaga az alaplaptol
a kocka lapatlojanak a felével egyenld, ezért a gula térfogatas:

1 V2 1
5(“5'1'7):5’

vagyis szintén a kocka térfogatdnak harmada.
Egy esetet kell még megvizsgalnunk, amikor A, B, C, D' és B’ (3. dbra) a kivalasztott csticsok. Ekkor a test
két, az ACB’ haromszoglap mentén Osszeillesztett tetraéderbdl 4ll. A BD' egyenes merdleges az ACB’ haromszog

sikjara, tehat a két tetraéder ACB’ lapjahoz tartozé magassiganak osszege éppen BD' = \/§, a kocka testatloja. Az

2
ACB’ haromszog mindharom oldala lapatlo, tehat teriilete (vV2)™ - ~—— = TR A két tetraéder egyiittes térfogata igy

L V3 g L !

3 3 —, azaz a kocka térfogatanak fele.
Az 6t csucs altal meghatarozott test térfogata tehat a kocka térfogatanak a fele vagy a harmada.

13. A II. Kepler-térvény érvényessége arra utal, hogy Furcsavilagban is centralis a Nap erStere. A Nap (von-
zocentrum) akkor lehet bolygok ellipszispalyajanak kozéppontjaban, ha a bolygdk mozgésa két (eltérs amplitudoju
és kiillonbo6z6 fazist) harmonikus rezgémozgasbol tehets Ossze (szuperponalhato). Az ilyen mozgas dinamikai felté-
tele: a vonzoers nagysaga egyenesen aranyos a vonzocentrumtol mért tavolsaggal. Mivel a harmonikus rezgémozgas
periodusideje nem fligg a rezgés amplitadojatol (az ellipszis méreteitdl), a kérdéses hatvanykitevs: n = 0.

13+1. Legyen a feltételnek megfelel6 médon megadott intervallumok jobb végpontjainak legkisebbike J;; hagyjuk el
az intervallumok koziil mindazokat — a feltétel szerint legfeljebb harmat —, amelyek Ji-et tartalmazzak. A megmaradé



intervallumok egyike sem tartalmazza Ji-et, rdjuk a fenti eljardst megismételve a Jo végpontot kapjuk, és ismét
legfeljebb harom tjabb intervallumot hagyhatunk el. Tovabbi intervallumunk viszont mar egyaltalan nem maradhat,
hiszen egy ilyennek sem a Jy, sem pedig a Jy végpontaval nem lehet kozds pontja, e kettének pedig egymassal szintén
nincsen.

Azt kaptuk, hogy legfeljebb 6 intervallum adhaté meg az el6irt moédon. Ez viszont lehetséges is, ha koziiliik harmat-
harmat ,egymasba skatulyazunk”.

Megjegyzés. A megoldas soran lényegében azt lattuk be, hogy ha intervallumok egy rendszerében barmely harom k6z6tt
van két metszd, akkor létezik legfeljebb két pont — ezek voltak J; és Jo — amelyek valamennyi intervallumot ,lefogjak”, azaz
mindegyik intervallum tartalmaz a pontok koziil legalabb egyet.

Ez altalaban is igaz. Intervallumok barmely rendszerében az intervallumrendszert lefog6 pontok szaméanak a minimuma
egyenl a paronként kozos pontok nélkiil megadhaté intervallumok szadmanak a maximuméval. Ennél kevesebb pont nyilvan
nem elegendd valamennyi intervallum lefogasahoz, hiszen diszjunkt intervallumok lefogasahoz kiilonb6z6 pontokra van sziikség.
Az pedig, hogy ennyi ponttal megvalosithaté valamennyi intervallum lefogasa, éppen a megoldas gondolatmenetével igazolhato,
hiszen a kivalasztott J1, Jo, ... Ji végpontok egy diszjunkt intervallumrendszer végpontjai.



