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Kapica-inga

Egy sulyos, kicsiny gombbdl és egy hozza képest elhanyagolhatd tomegi, egyik végén tengelyezett, ¢ hosszusaga
merev radbdl ingéat készitiink. Az inga legalsoé helyzetében stabil egyensilyban van, a legfols6 helyzete viszont koz-
ismerten instabil: innen elengedve azonnal elddl, akar egy hegyére allitott ceruza. Ha azonban az inga felfiiggesztési
pontjat fiiggblegesen, kis amplitudoval, nagy frekvenciaval rezgetjiik, az inga legfelss, ¢ = 0°-os helyzete stabilla
valik. A jelenség magyardzatat 1951-ben a Nobel-dijas szovjet fizikus, Pjotr Kapica adta meg. Ebben a feladatban
a fejenalld” inga stabilizalasahoz sziikséges feltételeket fogjuk meghatarozni kétféle id6fliggési rezgetés esetére.

A rész. Ebben a részben a felfiiggesztési pontot fiiggslegesen agy rezgetjiik, hogy sebessége az id§ fiiggvényében
periodikusan, haromszogjel szerint valtozzon. A rezgés peridodusidejét T-vel jelolve a felfiiggesztési pont gyorsuldsat
tehét az
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fiiggvénnyel adhatjuk meg, ahol n egész szam, a pozitiv irdnyt pedig fliggslegesen felfelé valasztottuk. A gravitacio
hatésat a A.1., A.2. és A.3. részfeladatokban teljesen hanyagoljuk el!

a(t) =

A.1. Az ingét a legfelss helyzetébdl kicsiny ¢o < 1 szoggel kitéritjiik, majd a ¢ = 0 idépillanatban kezd@sebesség
nélkiil elengedjiik. Abrazoljuk az inga ¢ kitérését az id6 fiiggvényében és hatarozzuk meg a kezdsallapothoz viszonyitott
maximalis Ay szogeltériilést! Tegyiik fel, hogy Ay < @q!

Utmutatds: Uljiink bele a felfiiggesztési ponttal egyiittmozgo koordinata-
rendszerbe!

A.2. Az el6z6 részfeladatban szerepls kozelitéseket felhasznélva hatarozzuk meg az inga helyzetét jellemz6 ¢ szog
egy periodusra vett (p(t)) id6atlagat, valamint az ettél az értéktsl valo atlagos eltérést, azaz a (|o(t) — (p(t))])
mennyiséget!

A 3. Az el6z6 részfeladat eredményét felhasznalva hatarozzuk meg az ingéara hato forgatonyomaték egy periodusra
vett (M) id6atlagat a felfiiggesztési ponthoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben!

A.4. Most vegyiik figyelembe a gravitacio hatasat is! Feltételezhetjiik, hogy g < aq, igy az inga gravitaci6 hata-
sara bekovetkezs szogkitérése sokkal kisebb, mint a A.3. részfeladatban meghatarozott Ay érték. Irjunk {6l azt az
egyenletet, amely leirja az inga egy peri6dusra vett atlagos <<p> kitérésének idébeli valtozasat! (Az egyenletet nem kell
megoldani.)

A.5. Az el6z6 részfeladatban kapott egyenlet felhasznalasaval hatarozzuk meg, milyen egyenlGtlenségnek kell fenn-
allnia g, ¢, ag és a rezgés T periodusideje kozott ahhoz, hogy az inga legfels§ helyzete stabil legyen!

B rész. Ebben a részben a felfiiggesztési pontot fliggélegesen harmonikus idéfiiggéssel rezgetjiik agy, hogy gyor-
sulasat az id6 fiiggvényében az a(t) = ag sin (wt) kifejezés adja meg.

B.1. Irjunk ol egy egyenletet, amely leirja az inga ¢ kitérésének idobeli valtozasat a felfiiggesztési ponthoz rogaitett
koordinata-rendszerben! Az egyenletet nem kell megoldani.

B.2. Tegyiik fel, hogy az inga ¢(t) szogkitérésének idofiiggése két részre bonthato: egy gyorsan oszcillalod részre és
egy lassan valtozo, nem oszcillalé részre, azaz

o(t) = A(t) sin (wt) + B(t),



ahol A(t) és B(t) sokkal lassabban valtozo fiiggvények, mint sin (wt). Ezt a probamegoldast a B.1. részfeladatban
kapott egyenletbe helyettesitve és a ¢ < a9 < f(w? kozelitéseket alkalmazva fejezziik ki A(t)-t B(t), ap, w és g
felhasznélasaval!

B.3. Az eddigi kozelitéseket alkalmazva irjunk {6l egy egyenletet B(t) id6beli valtozasara, majd g, £ és ag segitségével
fejezziik ki, milyen egyenlStlenségnek kell fennéllnia az w korfrekvencidra ahhoz, hogy az inga legfelsé helyzete stabil
legyen!



