A cikk els6 részében (amely a KoMaL malt havi szaiméaban jelent meg) konkrét példakon keresztiil (az egysze-
riibbektdl a nehezebbek felé haladva) azt vizsgaltuk, hogyan irhato le a tobb testbol allo, Gsszetett rezgésekre képes
rendszerek mozgasa. A cikk végén egészen altalanos eljarast is adtunk a hasonl6 probléméak megoldasahoz. Az el6z6 cikk
targyalasmodjat folytatva a mar megismert receptet fogjuk alkalmazni a csatolt ingak esetére, majd egy fizikatorténeti
példan keresztiil mutatunk ra az Osszetett rezgések fontossagéara a szilardtestfizikiban.

Csatolt ingak

Ha két fonalingat valamilyen mechanikai médon sszecsatolunk, majd a rendszert kis kitérésd lengésbe hozzuk,
Osszetett rezgés alakul ki. A csatolas az ingatestek kozé iktatott rugoval vagy az ingék fonalaira zsinérokkal V-alakban
kapaszkodd nehezékkel valésithaté meg. Ha az ingékat 6sszekots rugd gyenge vagy a nehezék sokkal kisebb témegid az
ingatestek tomegénél, akkor gyenge csatolasrol beszéliink. Ilyen esetekben a rendszer mozgasédban egy gyonyord fizikai
jelenség mutatkozik meg: a lebegés.

4. példa. Két { hosszisdgu fondlon egy-eqy m tomegi, kicsiny golyd fiigg. A golydkat nagyon gyenge, D direkcids
erejt huzo-nyomd rugo kapcsolja dssze gy, hogy egyensulyi helyzetben a rugd nyujtatlan, a fonalak pedig fiiggdlegesek
(1. abra). A bal oldali golydot vy sebességgel vizszintesen meglokjik, melynek kovetkeztében a rendszer kis kitérésd,
dsszetett rezgomozgdsba kezd. Irjuk le a golydk mozgdsdt!

1 T2

2. dbra

Megoldas. Jeloljiik az egyes testek kitérését z1(t)-vel és za(t)-vel a 2. dbra szerinti modon! Mivel az ingadk mozga-
sanak amplitidoja kicsi, az ingatestek emelkedése-siillyedése sokkal kisebb a vizszintes irdnyt elmozduladsuknal, ezért
alkalmazhatjuk a matematikai inga leirdsanal megszokott kozelitéseket; az ingatestek fliggéleges irdnyu gyorsulasat
elhanyagoljuk, a fonalakban ébredd eré nagysdgdt az alland6 mg értékkel kozelitjiik, a fonalerd vizszintes komponensét

pedig a kis kitérésekre érvényes mg?Z Osszefiiggés alapjan szamitjuk (i = 1,2). Igy a testek mozgasegyenletei:

.. m
mi, = —79331 + D(x9 — x1),
m,’fz = —%l‘g — D(CL‘Q — J,'l).
Osszunk az ingatestek m tomegével!
D
(1) F :—%x1+a(x2—x1),
. _g Y _
o = é,’Ez m(l‘g J,'l).



A szokasos recept szerint keressiik a normaélkoordinatakat y(t) = z1(t) + aza(t) alakban (ahol a id6tél fiiggetlen
allando)! Ehhez (1) masodik egyenletét szorozzuk meg a-val és adjuk Ossze az elsGvel:

_9
14

D D
T+ o = ,’E1+—(£L'2—{El)-i-a(—g!tz——(xg—xl)).
m 12 m

Rendezés utan alakitsuk at a jobb oldalt Ggy, hogy a harmonikus rezgés ij = —w?y egyenletére hasonlité alakot kapjunk!

L D g al—a)—af
w_—<a(1—04)+?)<i£1+ %(a_l)_%.fg .
Y

w? Y
Latszik, hogy ha a normalkoordinatakat keressiik, az a egyiitthato értékét agy kell megvalasztanunk, hogy teljesiiljon az
D ‘
=(1—-a)—af
D
D14

egyenlgség. Ez egy masodfoku egyenlet a-ra, melynek két gyoke (figgetlenil az m, D, ¢ paraméterektsl) oy o = £1.
Tehat a normalkoordinatak és a nekik megfelel6 w sajatfrekvenciak a kovetkezok:

@) D (t) = a1 (8) + walt), wr = ﬁ

valt) = ma(t) = aa(t), wr =7+ %

A normalkoordinatak egy-egy megfelels wy, illetve wo korfrekvenciaju rezgési egyenletet elégitenek ki, melyek megoldésa
(3) Y1.2(t) = Ay 2 sin (w128 + ¢1,2)

alakt, itt az A; o amplitudokat és a 1 o kezddfazisokat most is a kezdeti feltételekbdl hatarozhatjuk meg. A (2) egyen-
letekbdl a norméalkoordinatakkal kifejezhetjiik az egyes testek kitérését is:

(y1(t) + y2(t)),
(1(t) = ya2(1)).

(4) a1 (t) =

X9 (t) =

N~ N —

A konkrét példank megoldasahoz mar csak a kezdeti feltételekhez kell illeszteniink a normélkoordinatakra vonatkozo
altalanos (3) megoldast. Kezdetben mindkét normalkoordinata zérus, hiszen x1(0) = z2(0) = 0, ezért a normalkoordi-
natak kezdofazisa nulla: o1 = po = 0. A sebességeket tekintve 21(0) = v, £2(0) = 0, igy

91(0) = 92(0) = vo = Arw1 = Azwy,

azaz az amplitidok értéke 4; o = 0 A normalkoordintak idofiiggése tehat:
w1,2
Vo .
(5) y(t) = = sin (wit),
w1
Yo (t) = —2 sin (wot),
wo

igy a (4) és (5) egyenleteket felhasznalva az ingak kitérése az id6 fliggvényében:

(6) z1(t) = ;—(31 sin (w1t) + ;—(32 sin (wot),
2a(t) = 2”—031 sin (wit) — 2%)2 sin (wot).

Hatra van még a kérdés: mi a fizikai jelentése az egyes norméalkoordinataknak? A (2) kifejezésére pillantva ezt is
kénnyen megvalaszolhatjuk:

e Ha y;1(t) =0 és ya(t) # 0, akkor a rendszer olyan norméalmodusban rezeg, melyben a két ingatest kitérése minden
idépillanatban egyenls nagy és ellentétes irdnyt.

e Ha ys(t) = 0 és y1(t) # 0, akkor olyan normalmodus jon létre, melyben a két ingatest kitérése minden idgpilla-
natban egyenld nagy és egyezd irdnyu, ilyenkor tehat a rugbé meg sem fesziil.



A csatolt inga kétféle normalmodusat a 3. dbra szemlélteti. Tetszdleges kezdeti feltétel esetén tehat a rendszer mozgésa
e két sajatrezgés megfelel§ aranyu ,keverékeként” (szuperpozicidjaként) irhato le.

N N

8. dbra

Lebegés

Ha a két fonalinga kozotti csatolas gyenge (azaz ha D < mg/l), akkor a (2) kifejezésekb6l adodo korfrekvenciak
csak kicsit kiilonbdznek egymastol. Vezessiik be a két korfrekvencia szamtani kézepére és kiilonbségére az

w1 + w2

W = D) 5

Aw=wy —w KW
kifejezéseket! A gyenge csatolas kozelitésében alakitsuk at egy kicsit a (6) kifejezéseket! A kis golyok kitérése:
x12(t) = 2?}—(31 sin (w1t) £ 2U—632 sin (wat) =
A A

ahol a fels§ elGjel az 1-es, az alsé pedig a 2-es golyora vonatkozik. Elhanyagolva a méasodrendten kicsiny Aw/wq 2
alaku tagokat:

21(t) = ;% [sin (wit) + sin (wat)].

0+ 0
sinf + sin p = 2sin (T(p) cos (%)

+
x12(t) = % sin (%t) cos (wl ;FM t) )

tehat a két golyocska kitérés-id6 fliggvénye (ahogy azt a 4. dbra mutatja):

Hasznaljuk fel a

trigonometriai azonossagot! Ezzel:

Vg Aw \ .
x1(t) = = cos (715) sin (wt),
x9(t) = ~ D in (%t) cos (wt),

w



4. dbra. A golyocskak kitérése az id6 fiiggvényében gyenge csatolas esetén.
Jol latszik az w korfrekvenciaju gyors rezgésre rarakodo Aw korfrekvenciajia lebegés.
Az id6t a lebegési id6tartam (7o = 27/ Aw) egységében mértiik

Azt kaptuk tehat, hogy a testek mozgasa egy w korfrekvenciaja, gyorsan valtozo szinuszos (koszinuszos) idofiige-
vény és egy ehhez képest lassu, Aw/2 korfrekvenciaju koszinuszos (szinuszos) véaltozas szorzata. A lasst valtozést az
amplituddba foglalva azt mondhatjuk, hogy a testek @ korfrekvenciaval olyan rezgést végeznek, melynek amplitudoja
periodikusan ingadozik a zérus és a maximaélis (vy/w) amplitudé kozott. Amikor az egyik test amplituddja maximalis,
a masiké akkor zérus és forditva: a rezgési energia periodikusan cseréldik a két ingatest kozott. Ennek a jelenség-
nek a neve lebegés, a lebegési idGtartam (azaz két egymast kovets zérus amplitadoja allapot idskiilonbsége) pedig
To = 27/ Aw, igy Aw-t lebegési (kor)frekvencidnak hivjak.

A kristalyok molhdgje

Az eddigiekben néhany szabadséagi fokd rendszerek Gsszetett rezgéseivel foglalkoztunk. Az eddig megszerzett is-
meretek némi matematikai nehézség lekiizdése aran kamatoztathatok sok szabadséagi foki, bonyolult rendszereknél
is, példaul egy kristalyracsban elhelyezkedd, rezgé-nyiizsgs atomok sokasdganal. Utobbi jelentGsége kiilonGsen nagy
a szilardtestfizikaban, amely a XX. szdzadi kialakuldsa 6ta méara a fizika egyik legjelent&sebb teriiletévé valt és olyan
eszkozok kifejlesztését tette lehetévé, mint a tranzisztor, mikrochip, merevlemez, LCD-kijelz6k, LED-ek, méagneses
lebegtetésti vasuit stb.

Ezt a fejezetet betekintésnek szanjuk a modern szilardtestfizika egy teriiletére, ezért a fiatalabb Olvasok sok 1j fizikai és
matematikai ismerettel talalkozhatnak. A nehezebb részek ne szegjék az Olvaso kedvét, ezek nyugodtan atugorhatok, a figyelmet
inkdbb a végeredményekre és a levont kovetkeztetésekre szeretnénk irdnyitani.

A mult szazad elsG éveiben, a kvantummechanika hajnalan egyre névekedett a fizikusokban az igény arra, hogy
a makroszkopikus testek viselkedését mélyebben, egészen az Sket alkotod részecskék szintjén lehessen értelmezni. 1900-
ban Maz Planck kvantumhipotézise, amellyel a hémérsékleti sugarzassal kapcsolatos kisérleti eredmények el&szor
magyarazhatova valtak, olyan lavinat inditott el, amely a fizika minden teriiletén forradalmat hozott. Planck elmélete
hanem apro6, hf nagysagu energiaadagokban, ahol h ~ 6,626 - 107>* Js az altala bevezetett  hataskvantum” (mai,
gyakrabban hasznalt nevén: Planck—élland())

Albert Einstein probalkozott elGszor a Planck-hipotézis kristalyos anyagok hétani viselkedésének magyarazatara
val6 alkalmazasaval. A kristalyos anyagokban a racsatomok szabélyos, hossziutava rendben helyezkednek el. Einstein
szamolasaban azt a feltételezést tette, hogy a kristaly atomjai az egyenstlyi helyzetiik koriil egymastol fiiggetleniil, azo-
nos fg frekvenciaval rezegnek, mintha mindegyik atom egy-egy azonos erdsségi rugédval lenne az egyensilyi helyzethez
kétve (lasd az 5. dbra bal oldali részét)E

Klasszikusan egy rugén rezgd test energiaja (ami a rugéban tarolt rugalmas energia és a test mozgasi energiajanak
Osszege) akdrmekkora lehet, annak nagysaga csupan (adott erdsségi rugd esetén) a rezgés amplitadojatol fiigg. Az

!Szemléletesen, ha a testek energiajara egy kancso vizként gondolunk, akkor nem 6nthetiink ki a kancsobol tetszGleges mennyiségii vizet
(nem csokkenthetjiik az energiat akarmekkora értékkel), csak egy merSkanallal, diszkrét adagokban merhetjiik ki a vizet. Ez a merSkanal
azonban olyan kicsi, hogy a XIX. szézad végéig (a hémérsékleti sugarzas kisérleti vizsgalataig) egyik fizikai jelenségnél sem volt észrevehetd
a hatésa.

2A sematikus abra a magyarazé ereje mellett hianyos is, hiszen az atomok nem csak egy egyenes mentén, hanem a tér harom dimenzi-
6janak megfelel6en harom, egyméasra mer6leges iranyban képesek rezegni.
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5. dbra. A bal oldalon az Einstein-modell 2 dimenzi6s (2D) sematikus abréazolasa lathato. Az abra jobb oldalan a kristaly
csatolt rezgéseit is megengeds (2D) rugo-modell vazlatos rajza szerepel

egyensilyi helyzetiik koriil rezg6 racsatomok viszont mar nem tekinthet6k klasszikus tomegpontnak, rajuk a kvan-
tumfizika torvényei érvényesek. A kvantumhipotézist Einstein a racsatomok rezgésére a kovetkezSképp értelmezte:
egyetlen atom (mondjuk z-irdnyu rezgéséhez tartozo) e rezgési energiaja a klasszikus testekkel ellentétben nem lehet
akidrmekkora érték, csak egy bizonyos €9 = hfg ,energiakvantum” egész szamu t&bbszorosd]

En =Mneg, ahol n=0,1,2,3,....

potok megvalosulasi esélyét a gazelméletbsl ismert Boltzmann-eloszlas szabja meg, mely szerlnt az n-edik, €,, energiaju
En
allapot p,, valoszintisége aranyos az e~ kT faktorraﬂ, ahol k£ a Boltzmann-allandoé, T' pedig a rendszer hémérséklete.

A Boltzmann-eloszlassal sokszor talalkozhatunk a termodinamika kiilonb6z6 teriiletein. A légkor legegyszeribb modelljében

példaul, amelyben a leveg6 hdmérsékletét magassagtol fliggetlen, allando értéknek tekintjik, a levegs o sirtségének h magas-
mg

sagtol valo fiiggesét a o(h) = o(0)e” ®T ", Gn. barometrikus magassdgformula irja le (itt m egyetlen gazrészecske tomege, g

a nehézségi gyorsulas, T pedig a hémérséklet). Ha tehat a légkort vizszintesen vékony (mondJuk 10 méter vastag) légrétegekre

osztjuk, akkor alulrél szamitva az n-edik rétegben talalhato gazrészecskék szama aranyos az e w1 szorzotényezdvel, ahol hy,

az n-edik légréteg foldfelszint6l mért magassaga. Mivel egyetlen gazrészecske gravitacios helyzeti energidja e, = mgh, az ara-

Ep
nyossagi tényezd éppen az el6bb emlitett e~ ¥T Boltzmann-faktor, a részecskék szamanak (a gaz strtiségének) magassag szerinti
eloszlasa pedig Boltzmann-eloszlas. Mivel a levegs hémérséklete a magassaggal erésen valtozik, a barometrikus magassagformula
nem irja le jol a légkor stirtiség- és nyoméasviszonyait.
Egy racsatom energidjanak varhato értékét a lehetséges rezgési energidk Boltzmann-faktorral stulyozott atlagaval
szamolhatjuk:

) ) _&n
_oEne KT
= anEn = —Zno_oo n =
EnZO e kT
En
A nevez6ben szerepls Z = Y7 e~ kT Osszeget szokas allapotOsszegnek hivni. Az allapotdsszeg esetiinkben a mértani
sor Osszegképletével kiszamolhato:

e neog 1
© PR S e —
e 1—e kT
Egy iigyes szamoléastechnikai triikkel az energia varhato értéke kdnnyen meghatarozhato. Az Gsszetett fiiggvények

derivéalasara vonatkozo lancszabaly segitségével belathatd, hogy

d
(e) = —@ In Z,

<E> _ d 1n< 1 > - €0
d(ﬁ) l—efli_% eli_% _1.

3Valojaban a részecskék zérusponti ,kvantumnyiizsgése” miatt az e, = (n + %) hfg kifejezés a helyesebb, ez viszont az elmélet lényegét
nem valtoztatja meg.
‘Az aranyossagi tényezdt tgy kell megvalasztanunk, hogy a valoszintiségek Gsszege 1-et adjon.

(7) felhasznalaséaval:




Mivel az atomok a tér harom meréleges irdnyaba fliggetleniil rezeghetnek, egyetlen atomnak a tér minden irdnyaba
megengedett rezgésének varhaté energiija az el6bb kiszamolt érték hdromszorosa. Ha vesziink egy molnyi racsatomot,
akkor azok egyiittes energidjanak varhato értéke T' hGmérsékleten

E =3Ny(e) = 3Ng—o—
ekT —1

ahol Ny ~ 6 -10%® az Avogadro-szam. A molhé éppen az 1 molnyi racsatom energidjanak a hémeérséklet szerinti
derivaltja:

€0

€0
_4E_ S0\ ap(foy T
® Cu(T) = g = 3Nak (kT) (F —1F 3R(k:T) (e _1p

itt felhasznaltuk, hogy Nak = R = 8,314 J/(mol - K) az egyetemes gézallando6. Ez volt Einstein eredménye 1907-ben.

Vizsgaljuk meg, mennyi a molhé értéke magas hémérsékleten (KT > eo)! Ekkor eo/kT kicsiny, igy alkalmazhatjuk az
exponencidlis fiiggvényre a kis z-ekre érvényes e ~ 1 + z kozelitést:

c (T)~3R(€O )2 L 3R
ML) = ¥T) 711 20 12 v
KT/ (1+ £ —1)
ez éppen az 1819 oOta ismert, kisérletileg felfedezett Dulong—Petit szabaly!
Alacsony hémérsékleten eo/kT nagy értéket vesz fel, ezért ekkor (8) nevezGjében az 1-et elhanyagolhatjuk az exponencialis
tag mellett:

£

0
€0 \2 ekT €0 \2 _Zfo
T) ~ _ - = —_— kT
Cur(T) ~ 3R () BT 3R (%) e F,
vagyis az abszolut zérus fok felé kozeledve a molhé exponenciélisan ttinik el.
Az einsteini szamolds minden addiginal mélyebb magyarizatot adott a kristalyokon végzett molhSmeérésekre, és
a (8) formula az els6 mérésekkel meglehetSsen jo egyezést mutatott (6. dbra). Einstein modelljével az elegans egysze-
rliség ellenére nagyon hatékonyan értelmezhetévé valt a moélhs elttinése kis h6mérsékleten és a Dulong—Petit szabaly
teljesiilése szobahSmérsékleten. Ez az eredmény a kvantumhipotézis alkalmazasanak egyik elsé sikeres példaja volt.
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6. dbra. A molhs hémérsékletfiiggése az Einstein-modellben, gyémant mintan végzett meérési eredmeényekre illesztve.
A hémeérsékletet O = hfr/k egységekben mértiik. (A. Einstein cikke alapjan, Annalen der Physik, 22, 1907)

A késsbbi, pontosabb mérések eredményei azonban az einsteini elmélettdl egyértelnd eltéréseket mutattak (lasd
a 7. dbrdt). Kitint, hogy alacsony hémérsékleten a modell a mért molhénél joval kisebb értéket josolt (a kisérleti
adatok tanusaga szerint a molh$ az abszolut zérus fok felé kozeledve nem exponencialisan, hanem hatvanyfiiggvény
szerint csokkent.)

Cp [cal mol 'K ™)

100 150 200 250
hémérséklet [K]



7. dbra. Az eziist molhGjének mért értékei a homérséklet fliggvényében. A szaggatott vonal az Einstein-modell alapjan
szamolt, a folytonos vonal pedig a Debye-modellnek megfelel§ elméleti gérbe

Mi lehetett az oka az eltérésnek? Ezzel a kérdéssel vissza is kanyarodtunk cikkiink {6 téméajahoz, az Gsszetett
rezgésekhez. Talan mar az Olvaso is sejti, hogy az a feltételezés, miszerint a racsatomok egymastol fliggetleniil, azonos
frekvenciaval rezegnek, a valosagban nem allja meg a helyét. A kristalyréacs sokkal jobb modellje az, melyben az atomok
ugy rezegnek, mintha egymaéssal rugokkal lennének 6sszekotve. A legegyszertibb kozelitésben csak az elsGszomszédokat
kapcsoljak ssze azonos erdsségii rugok (1asd az 5. abra jobb oldali felén vazolt 2D-s rugos elrendezést). Igy a kristalyracs
Osszetett, egylittes (kollektiv) rezgéseket is végez, melyek a (kiilonb6z6 sajatfrekvenciaja) normalrezgésekbdl keverhetsk
ki (A harom térbeli koordinata miatt az N szadmu atomot tartalmaz6 kristaly normalmodusainak szama N helyett 3NV).
Egyszeriien fogalmazva: alacsony hémérsékleten, amikor az Einstein-modellben szerepls, egymastol fiiggetleniil rezgd
racsatomok fg frekvencidji rezgései méar szinte teljesen ,befagynak”, a valésagban a racsatomok a kristaly alacsonyabb
frekvenciaju kollektiv rezgéseinek formajaban még boldogan ,nyiizsognek”.

Ha tehat a kristalyos anyagok moélhGjének alacsony hémérsékleti viselkedését szeretnénk megérteni, figyelembe
kell venniink a racsatomok Osszetett rezgéseit is. Ezt a szamoléast elGszor Peter Debye holland fizikus végezte el
1912-ben, és eredményei az Einstein-modellel szemben nagyon pontosan adtidk vissza az alacsony hémérsékleten mért
molhgértékeket (példaul a T abszolut hémérséklet novelésével exponencidlisan novekvs molhd helyett hatvanyszerd,
T3-6s fiiggeés adodott az abszolut zérus fok kozelében).

Ezzel a fizikatorténeti érdekességgel talan sikeriilt ravilagitani az Osszetett rezgések jelentségére a fizika min-
den teriiletén. Ezzel a kétrészes cikkiink végére érkeztiink. Befejezésiil egy régi KoMal-feladatot ajanlunk az Olvaso
figyelmébe, aminek megoldasaval elmélyithetSk az eddig megszerzett ismeretek:

P. 3303. Egy m tdmegtd, | hosszisdagu homogén rid a 8. bran ldthatd modon van felfiiggesztve egy | hosszu fondlra.
A rid felsé végét eqy kicsiny FAt erdlokés éri. Irjuk le a rid legalsé P pontjinak mozgdsdat!
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