Bevezetés

A 2010. évi E6tvos-verseny 3. feladata két parhuzamos, pontosan egymassal szemben, egymashoz kozel elhelyezkedd,
azonos (mondjuk pozitiv) ¢ toltéssel ellatott fémkorong kozotti erchatéast vizsgalta, ha a korongok kozé egy harmadik,
semleges fémkorongot helyeziink
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1. dbra

Eredetileg a két (azonos toltési) korong nyilvan taszitja egymast. Ez a taszitoeré akkor is megmarad, ha az
Ry sugaru korongok kozé egy kisebb, R < Ry sugard semleges fémkorongot helyeziink. Ennek igazolasdhoz azt kell
belatnunk, hogy az azonos toltési fémkorongok kozotti térrészben gyakorlatilag nulla az elektromos térerdsség, tehat
az oda helyezett harmadik (semleges) fémtargy semmilyen valtozast nem okozhat (1. dbra).

A két korong (a ,yvégtelen tavoli” ponthoz viszonyitva) azonos elektromos potenciali, ez a szimmetrikus helyzetiikbol
kovetkezik. Ekkor viszont akar 6ssze is kothetnénk Sket egy vékony fémszalaggal a széliikknél vagy annak kozelében.
(Ha a korongok nagyon kozel vannak egymashoz, akkor az ,0sszekotés” csak a peremiik kozvetlen kozelében, tehat
csak nagyon kis térrészben torzitana el az eredeti elektromos mez6t.) Igy egy zart fémfeliiletet (Faraday-kalitkat)
hozhatnank létre, amelynek belsejében — mint az jol ismert — nincs elektromos mezd.
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Maés lesz a helyzet akkor, ha a semleges korong R sugara nagyobb (szélsGséges esetben sokkal nagyobb), mint Ry.
Ilyenkor a kzépss korong széleirdl negativ toltések (nagysaguk majdnem pontosan —2q) vandorolnak a korong kozepére
(elektromos megosztés), és igy két sikkondenzator (homogén) elektromos tere alakul ki (2. d@bra). A lemezek ilyenkor
vonzzdk egymaést.

Ha az R sugar nagysagat — gondolatban — fokozatosan noveljiik nagyon kicsiny értékektdl indulva egészen a ,yégte-
lenig”, a széls6 fémkorongokra hato, folytonosan valtozo erd valamikor elGjelet valt, tehat egy bizonyos esetben nulldvd
vdlik. Jeloljiik ehhez a kritikus helyzethez tartozo sugarat R*-gal!

A versenyen nem kérdezték R* nagysagat, csupan az erhatéas nullava valasanak lehetségét firtattdk. Az alabbi-
akban megmutatjuk, hogy a kritikus sugéar lényegében elemi (formaélis fels6bb matematikai ismereteket nem igényld,
csupan az integralszamitas alapgondolatat felhasznald) modszerekkel is meghatéarozhato.

LA feladat teljes szovegét és a megoldast lasd a KoMal 2011. évi 3. szamanak 173. oldalan.



Milyen egy to6ltott fémkorong elektromos tere?

Ha egy nagyon (,végtelen”) vékony fémkorongot elektromosan feltoltiink, rajta a toltések nem egyenletesen, hanem
— mint latni fogjuk — a szélei felé egyre siiriibben helyezkednek el.

Megjegyzés. Egy naiv érvelés szerint ez azért van igy, mert az egymast taszito toltések szeretnének egyméstol minél messzebb
keriilni, tehat a korong kozepérsl a korong pereméhez vandorolnak. A helyzet azonban nem ilyen egyszerd, hiszen ugyanilyen
érveléssel arra kovetkeztethetnénk, hogy a (kiilonboz6 toltésekkel ellatott) sikkondenzator lemezein is nagyon egyenetlen a tol-
téseloszlas; ez pedig nem igaz/!

Vajon hogyan, milyen matematikai Osszefiiggéssel irhaté le a toltések a eloszlasa a korongon?
Az egyenetlen toltéseloszlast az egységnyi feliiletre juto toltéssel, az un. toltéssiriséggel jellemezhetjik, amit
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moédon is szamolhatunk; itt AA egy kicsiny feliiletdarabka nagysagaﬂ, AQ pedig az ezen feliiletdarabkén taldlhato toltés
mennyisége. Nem egyenletes toltéseloszlas esetén a toltéssiirtiség a feliilet mentén helyrél helyre valtozik. Egy kor alak,
nagyon vékony fémkorongnal azonban — a forgasszimmetria miatt — a toltésstiriiség csak a korong kbézéppontjatol mért
r tavolsagtol fiigghet. A tovabbiakban ezt az n(r) fliggvényt fogjuk meghatarozni egy R sugart, Q = 2q Ossztoltésd
fémkorongra.

Tekintsiink el6szor egy R sugard, @ Ossztoltési fémgombot, amelynek feliiletén (szimmetria-okokboél) egyenletesen
oszlanak el a toltések, vagyis a toltéssiriség
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A gbmb belsejében — mint az jol ismert — nulla az eredd elektromos térerdsség. Ezt ugy lathatjuk be, hogy kiszamitjuk
a gbmb egy belsé P pontjabol valamelyik irdnyban lathato (igen kicsiny) AA; méreti feliletdarabkan levg

AQ1 =mnoAA
nagysagu toltés, illetve a vele ellentétes iranyban latszo
AQ2 =moAAs

nagysagu toltés eredd elektromos terét a P pontban (3. dbra). Ez az eredd (Coulomb torvénye szerint):
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Az utols6 lépésben kihasznaltuk, hogy (geometriai megfontolasbol adoéddan)
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A fenti egyenl6ség belatasahoz azt kell végiggondolnunk, hogy a P pontbol adott (kicsiny) térszogben latszo, A pont koriili
feliiletdarabka teriilete

— a térszog definicidja szerint — a PA négyzetével aranyos, ha a feliilet meréleges

a PA iranyra. Igaz ugyan, hogy a gémbfeliilet érintGsikja altalaban nem meréleges P A-ra, hanem valamekkora szoget zar

be vele, de ez sz6g az atellenes feliiletdarabkanal is ugyanakkora, tehat az innen szarmazo torzitasi szorzofaktor a fenti aranybol
kiesik.

Az egymassal szemkozti kicsiny feliiletdarabkikon levs toltések erGhatasai paronként kiejtik egymast; a gombfelii-
leten levs Osszes toltéstdl szarmazd eredd elektromos térerésség tehat nulla.

2A kicsiny feliiletdarabka nagysagat a magyar nyelvi szakirodalomban gyakran AF-fel jelslik. Az angol nyelvii irasokban a AA vagy
AS jeloléseket talaljuk, ezek az area és a surface szavakra utalnak. A AF jelolést akkor célszert elkeriilni, ha felmeriil, hogy a képletekben
a feliilet az altalaban ugyancsak F'-fel jelolt erével Gsszetéveszthetd.



3. dbra 4. dbra

Térjiink most ré az elektromosan t6ltott korong esetére! Megmutatjuk, hogy ennek toltéseloszlasa konnyen megkap-
haté az egyenletesen t6ltott fémgomb eloszlasabol.  Ragasszuk” ra (gondolatban) a toltéseket a gémbfeliiletre, majd
vetitsiik le merdlegesen a gémbfeliilet pontjait egy olyan sikra, amely a gomb koézéppontjara is és a korabban vizsgalt
P pontra is illeszkedik (4. dbra).

Mivel a toltések nem tudnak elmozdulni, az eredetileg A A; nagysagu feliileten taldlhato AQq toltés a sikra vetitve
valtozatlan mennyiségben, de valamennyivel kisebb AA7J teriileten fog elhelyezkedni, tehat megnd a toltésstrisége;
emellett a P ponttél mért tavolsadga is megvaltozik, az eredeti r; helyett egy kisebb érték, d; lesz. Ugyanez torténik
a gombfeliilet atellenes pontjaiban talalhato, AQ2 nagysagu toltéssel is.

Vajon mekkora eredd elektromos térerésséget hoz létre ez a két (levetitett, de még a koronghoz ragasztott) toltés-
darabka a sik P pontjaban? Ismét a Coulomb-térvénybdl szamolhatjuk az eredét:
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Az utolso lépésnél (geometriai megfontolasok alapjan) kihasznéltuk, hogy
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Ugyanez igaz a tobbi toltés-par erGterére, tehat a teljes toltéseloszlas elektromos mezGjére is: a korong sikjaban az
elektromos térerGsség nulla.

Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a P pontban rogzitett toltéseket a tobbi toltés elektromos tere semerre
nem akarja elmozditani. Node akkor a toltések rogzitését (leragasztasat) akar meg is sziintethetjiik, azok — eréhatas
hianyaban — ugysem mozdulnak el. Ezzel megoldottuk az elektromosan toltott korlap problémajat: azon a toltések
éppen ugy oszlanak el, mintha egy egyenletesen toltott gombfeliiletrdl keriiltek volna oda merdleges vetitéssel.

A fémkorong toltésstrtsége is konnyen leolvashatoé egy olyan ,oldalnézeti” rajzrol, amelyen a kérdése feliiletdarabkik
éppen egy-egy vonalnak latszanak (5. dbra). Azok a toltések, amelyek eredetileg A A nagysagu teriileten helyezkedtek
el, és a vetités utan az R sugard korong kdzéppontjatol r tavolsagra keriilnek, az 0j helyiikon
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nagysagu teriiletre jutnak. A fémkorong toltésstrtsége tehat
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vagyis
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lesz (6. dbra).
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A toltéssiiriiség az el6zetes varakozasunknak megfelelGen a korong kdzepétdl a széle felé haladva egyre né, a peremen
wveégtelen naggya” valik. Ezt a végtelent azonban nem szabad komolyan venni, mert amikor » mar csak annyival kisebb
R-nél, mint a korong (eddig nullanak tekintett, de a valosdgban természetesen véges) vastagsaga, akkor a fenti szamolas
érvényét veszti.

Figyelem! Az (1) képletben szerepld toltésstriiség a fémkorong egyik (mondjuk felsd) oldalanak a toltéssiirtsége,
hiszen a gomb egyik (felsd) felén levs, Osszesen Q/2 = ¢ nagysagu toltés ,levetitésébdl” szarmazik. A korong masik
(also) felén ugyancsak ¢ toltés fog elhelyezkedni, a fels6 oldallal azonos eloszlasban.

Megjegyzés. Erdekes kérdés: mi torténne az egyenletesen toltott gomb toltéselrendezésével, ha azt a gdmb egyik atmerdjére,
vagyis egy vonalra vetitenénk. Az er6k paronkénti kiejtése latszolag itt is miikédik, amib6l arra kovetkeztethetnénk, hogy egy
nagyon vékony fémszalon (pl. egy varrotiin) a toltések egyenletes vonalmenti toltéssiriséggel helyezkednek el (hiszen a gombovek
felszine a magassagukkal aranyos). Ez pedig biztosan nem lehet igaz, hiszen pl. a td hosszanak egyik harmadol6pontjaban a 2/3
hossztsagu részen levs toltések nagyobb erdt fejtenek ki, mint az 1/3 hosszon levék. Vajon hol a hiba?

Elektrosztatikus erdhatasok

Mekkora nagysaga és milyen irdnyt erét fejt ki egy fémfeliiletre a koriilotte levs elektrosztatikus mezs? Tekintsiik

a femfeliilet kicsiny, AA nagysagu darabkajat, amelyen AQ = nAA) toltés talalhato (n a feliileti toltéssirtség). Ha
a felillet kozvetlen kozelében E nagysagu az elektromos térerGsség (és a fém belsejében természetesen nulla), akkor
a toltésre hato er6 az atlagos térerGsséghdl szamolhato:

1 n

AF = -E-AQ = 2E - AA.

2 2
Masrészt — Gauss térvénye szerint — igaz, hogy egy bizonyos mennyiségi toltésbdl kiindulé elektromos fluxus (mésnéven
az er6vonalak szdma) a toltéssel aranyos:

E-AA=A4rk - AQ = 4tkn AA, vagyis E = 4nkn,

ahol k a Coulomb-térvényben szerepls allando6 (k = 9-10? Nm?/C~2). A fenti két képletet egybevetve az erGhatas igy
szamolhato:

(2) AF = 27kn? - AA.

Lathato, hogy az er6 nagysaga a feliilettel aranyos (éppen gy, mint pl. a folyadékok nyomasabol szarmazo, vagy egy
megfeszitett acélszalban haté rugalmas hizoers), irdnya pedig a feliiletre merdleges. (Figyelemre mélto, hogy az erd
iranya fiiggetlen a toltés (toltéssiirtség) eléjelétsl, minden esetben a fém belsejébdl kifelé mutat.)

Megjegyzés. Az egységnyi feliiletre hato erét, vagyis a 2rkn® = E? /(8mk) mennyiséget Maxwell-féle fesziiltségnek nevezik.
J. C. Maxwell a rugalmas testek alakvaltozasakor fellépd fesziiltségek mintajara irta fel az elektromagneses jelenségek néhany
fontos torvényét. Az altala megfogalmazott térvények a fizika mindmaig helyesnek talalt alapOsszefiiggései, jollehet a hozzajuk
vezet$ (az Gn. éter rugalmas alakvaltozasaira alapozott) gondolatmenet felett eljart az idg.

Egy kiterjedt fémfeliiletre, pl. az 1. dbran lathaté jobb oldali korongra haté eredd er6t elvben gy szamolhatjuk
ki, hogy Osszegezziik a (2) egyenletben szerepld kicsiny erGket a teljes feliiletre. Ehhez természetesen ismerniink kell
a toltések eloszlasat a fémfeliileten, vagyis tudnunk kell az n toltésstriség-fliggvényt.

Megjegyzés. Az 1. dbrdn lathato jobb oldali korongra hato erd jobb felé mutat, és a nagysagat a beldle kiindulo ergvonalstrtség
hatarozza meg. Naivan akar azt is gondolhatjuk, hogy a jobb oldali korongot nem a bal oldali korong toltései taszitjak, hanem
a sajat maga altal letrehozott elektromos mez6 hizza jobb felé. Ez azonban eréltetett magyarazat, hiszen a jobb oldali korongboél



kiindulé erévonalak éppen azért haladnak jobbfelé, mert ott van a masik t6ltott korong is. Ha annak toltése ellentétes lenne,
akkor az er6vonalak a két korong kozotti térrészben haladnanak (sikkondenzator), s a korongra hat6 er6 vonzo lenne.

Az Eotvos-verseny feladataban szereplé fémkorongokra haté erd

A hosszas el6készités utan most mar lényegében minden eszk6z rendelkezésiinkre all, hogy kiszamitsuk, mekkora erd
hat az egyenként q toltésd, Ry sugard, koncentrikusan elhelyezkedd, egyméashoz igen kozeli parhuzamos fémkorongok
kozott, ha kozéjiik egy semleges, R sugara (R > Rg) harmadik fémkorongot helyeziink. Csupan egyetlen — fontos —
észrevétel hianyzik, annak felismerése, hogy a harom korong egyiittes elektrosztatikus tere a korongokon kiviil gyakor-
latilag megegyezik egyetlen R sugart, 2¢q Ossztoltési fémkorong elektromos terével (7. dbm) (A gyakorlatilag” sz
arra utal, hogy a két elrendezés er6tere kozott csak a korongok széleinél lesz eltérés, de ott is csak egy nagyon kicsi,
a korongok tavolsagéaval 6sszemérhets tartoméanyban.)
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A toltések eloszlasat az egyik (mondjuk a jobb oldali) korong kiils§ részén és a kozépss korong ,kilogd” részén
tehat éppen az (1) Osszefliggésnek megfelels n(r) toltéssiriség-fliggvény irja le. A toltéssiirtiségbdl kiszamithatjuk,
hogy mekkora ¢’ toltés jut a kozépss korong kilogd (Ry < r < R) részének egy-egy oldalara, és mennyi (q — ¢') toltés
marad a szélsé korongok kiilsé feliiletein. Természetesen a bels6 oldalakon is meg kell jelenjenek toltések, a kozépso
(6sszességében semleges) korongon —¢’, a szélsé korongok belss feliiletein pedig +¢'.

Fontos észrevétel, hogy a belsé feliileteken megjelend toltések eloszlasa egyenletes kell legyen, hiszen a lemezek
kozotti konstans fesziiltség helytdl fiiggetlen elektromos térerdsséget, tehat (a Gauss-torvény értelmében) helytol flig-
getlen toltéssirtséget kovetel meg.

Az egyes lemezdarabokra jutd toltés nagysagat — a toltéssirtség ismeretében — Gsszegzéssel kaphatjuk meg:

Q=) 4Q= > n A4

a feliiletre

7. dbra

ahol AA a fémfeliilet egy-egy olyan kicsi darabkija, amelyen a toltéssirtség méar jo kozelitéssel dllandonak tekinthet6.
Esetiinkben, amikor a toltéseloszlas forgasszimmetrikus, a korongot kicsiny Ar szélességi, 2wr Ar teriiletd korgytrikre
érdemes felbontani, és igy pl. a kozépss korong kilogo részének egy-egy oldalara juto toltés:

R R
f = -AA = #-QWTAT.
¢ T:ZRD K T:ZRD 2rRVR? — r2
N Ay
R
Y
r Ar 8. dbra

3Erre a tényre az Eotvds-verseny 3. feladatanak kittiz6je, Karolyhazy Frigyes professzor hivta fel a cikk szerzGjének figyelmét.



Ez a (nagyon bonyolultnak latszo) dsszeg meglepSen egyszertien kiszamithato, ha az Osszegzést nem az r valtozo,
hanem az y = v R? — r2 mennyiség szerint végezziik el. Az y tavolsag geometriai jelentése: az a magassag, ahonnan
az 5. abran lathato ,yetitést” végeztiikk. A 8. dbrdn lathato kicsiny korivet egyenes szakasznak tekintve, a megfelel
hasonlé haromszogekbdl leolvashatjuk, hogy

ar_y
Ay 1’
tovabbé azt, hogy az Osszegzési hatdroknak y; = 0 és
Yo = \/R? — R% felel meg. Igy a keresett toltés:
g I~ 1 yAy g ¢ q
/ = _ A = — —_ = — A = — —_—
q ZRyT " RZyT r RZ Yy R(y2 Y1),
r=Rop Y=v1 Y=y1

azaz

R2
(3) d:qvl—ﬁg

Ezzel egyenlt nagysagu toltés egyenletesen oszlik el a jobb oldali korong bal oldali feliiletén, tehat ott
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toltesstiriséget alakit ki (sikkondenzéator). Emiatt (lasd a (2) képletet)
2 2
q R
(4) Fbalra - 27T]€77§ . R(2J7T = 2k R—% ( — R_g)

ergvel hat a jobb oldali korongra a téle balra levs elekrosztatikus mezd.
Kicsit bonyolultabb a korong jobb oldalan hatéd erd szamitasa. Az (1) és (2) Osszefliggések felhasznalasaval:
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_ 2 _ q 1

Ejobbra =27k Z n (7') -AA =27k Z m . m - 27r Ar.
a feliiletre r=0

Itt is érdemes attérni az y valtozo szerinti Osszegzésre:

R

2
q A
F}obbra = kﬁ § Ty
y=+/R*—R2

Az integralszamitasban jartasak tudjak, hogy a fenti Osszeg (az el6tte allo szorzofaktor nélkil) az f(y) = 1/y
figgvény grafikonja alatti T teriilet y; = /R? — R3 és y2 = R hatérok kozott:

1
/ - dy7
Y
R2 _R2
és ennek az integralnak a nagysaga
Y2 1 R
T=ln===1 ,
v 2 R? — R2
vagyis
kq? R2
(5) Ejobbra = _2—}%2 In (1 - ﬁ .

Egy kis matematikai kitérd. Az integralszamitéas formalis szabalyainak ismerete nélkiil is ki lehet talalni, hogy mennyi az
f(y) = 1/y fiiggvény grafikonja alatti teriilet pl. az 1 és a hatarok kozott. Jeloljiikk ezt a mennyiséget T'(a)-val!

1

f(y)zg

T (a) o)

1 a ab 9. dbra




A 9. dbrdrdl leolvashatjuk, hogy a keresett kifejezés eleget tesz a T'(a) + T'(b) = T'(ab) fiiggvényegyenletnek. (Kihasznaltuk,
hogy ha az abran sotétebben jellt tartomanyt a vizszintes tengely mentén a-ad részére zsugoritjuk, a fiiggéleges tengely
mentén pedig a-szorosara nytujtjuk, akkor sem a grafikon alakja, sem az alatta levs teriilet nem valtozik meg, tehat ez a teriilet
éppen T'(b).)

A fliggvényegyenletbdl kovetkezik, hogy

T(e*) =T(e-e) =2-T(e), és hasonloan T(e") =n-T(e),

tovabba
T(¥We)+...+T(Ve)=m-T(%e)="T(e), ahonnan T(e#):
és altalaban B n
T (eﬁ) = —T(e),
m
vagyis minden racionalis z-re (folytonos fiiggvény esetén minden x-re)

T(e") =z -T(e) = konstans - ¢, azaz T(a)= konstans-Ina.

Mivel az 1-hez nagyon kozeli a szamokra Ina ~ a — 1 (probaljuk ki zsebszamologépen), és ilyen esetben a teriilet is jo kozelitéssel
a — 1, hiszen egy téglalap teriileteként szamolhato, a fenti képletben szerepl6 konstans szamértéke 1 kell legyen.
Eszerint T'(a) = In a, és tetsz6leges hatarok kozé esd teriilet (a zsugoritas—nyudjtas modszerének alkalmazasaval)

T(y1<y<y2):T<%> —m2.
Y1 Y1

Az Eotvos-versenyben szerepls széls6 korongra hato (4) és (5) erck eredGje akkor valik nullava, ha a kozépso,
semleges korong R* sugarara teljesiil:

2 R? 1 R?
.2 0 0 —
Fhaira — Fjobbra = kq |:R_(2) <1 - R*2> + O R+2 In (1 - R*z)] = 0.

Bevezetve az

jelolést, a korongok sugarardnyanak négyzetére a kovetkezs (logaritmikus) egyenletet kapjuk:

1 1
2(A—1)+§ln(1—x)20,

amely numerikusan (akir még egy zsebszamologéppel is) megoldhatoé. Az eredmény: A ~ 1,34, ahonnan
R* ~ 1,16 Ry.

A semleges korongnak tehat mintegy 16 szazalékkal nagyobb mérettinek kell lennie ahhoz, hogy éppen nullara
csOkkentse a két toltott fémkorong kozott hatd erdt.

Gnidig Péter



