1. feladat. Tolt6tt korongok. Két vékony, 5 cm sugara fémkorongot szigetels fonéllal, egyméssal parhuzamosan
felfiggesztiink (lasd 1.a) dbra). A korongok egymashoz kozel (mondjuk 2 mm-re) vannak.

1. Szamitsuk ki a korongok kozott hatéd erdt, ha kicsiny +q és —q toltéseket visziink rajuk. Mivel ¢ kicsi, a korongok
elmozdulasat és a kisiilés lehetgségét nem kell figyelembe venniink.

2. Ezutan vizsgaljunk egyetlen korongot. Hatarozzuk meg a feliileti toltéseloszlast egy R sugari, +¢ toltésd, ma-
géban allé fémkorongon (ez a toltéseloszlas hasznos lehet a kovetkezs kérdés megvalaszolasédhoz).

Ezutan mindkét korongot +¢ toltéssel latjuk el, majd egy harmadik, R* > 5 cm sugari, semleges fémkorongot
helyeziink a ketts kozé egy szigetels fondlon. A harom korong egymaéssal parhuzamos, kbzéppontjaik pedig ugyanazon
a vizszintes egyenesen fekszenek (sikjukra merdlegesen nézve tehat koncentrikus koroknek ttinnek). Ezt az allapotot
mutatja az 1.c) dbra.

3. Mekkora a kézéps6 korong R* sugara, ha a két szélss, t6ltott lemezre hato elektrosztatikus erd nulla? (Az élek
hatasat hanyagoljuk el a feladatban.)

a)
A&B Al
b)$
ALB  ALB
A|B
c

1. dbra

2. feladat. Henger iitkozés. Egy M tOomegt, R sugaru ireges henger nyugszik a vizszintes sikon. A henger
belsejében egy m tomegd, r sugara tomor korong talalhato. Kezdetben a korong kdzéppontja [ tavolsdgra van a henger
kozéppontjatol, és y-irdnyban mozog v sebességgel a 2. abrdn lathaté moédon. Ha mést nem kdtiink ki, minden titkdzés
rugalmas, és a sturlodas mindig elhanyagolhatoé.

2. dbra

1. Hatarozzuk meg a korong és a henger sebességének x- és y-komponenseit kozvetleniil az elsé iitkdzés utan.
A valaszt m, M, v és ¥ fiiggvényében adjuk meg.

LA versenyrél részletes informacio6 talalhat6é a K6MaL honlapjan (lasd Aktualis/WoPhO).
A feladatokat angolbdl forditotta: Szabd Attila.
A megoldasok bekiildési hatarideje: 2011. janius 30.



2. Hatarozzuk meg a korong és a henger sebességének z- és y-komponenseit kozvetleniil a masodik {itk6zés utan.
A valaszt m, M, v és ¥ fiiggvényében adjuk meg.

3. Ha kezdetben a korong helyzete | = (R — r)/2, hatarozzuk meg a korong és a henger sebességének x- és y-
komponenseit kdzvetleniil az n-edik itkdzés utan.

4. Milyen feltételnek kell [-re teljesiilnie, hogy a korong az n-edik iitkdzés utan y-irdnya sebességgel mozogjon, és az
M henger nyugalomban maradjon? Hatarozzuk meg a henger kézéppontjanak két egymast kovets nyugalmi helyzete
kozotti tavolsagot.

5. Ebben a részben a korong és a henger kozotti surlodas nem hanyagolhat6 el. Az 1. részhez hasonléan a henger
nyugalomban van, a korong kozéppontja pedig I < (R — r) tavolsdgra van a henger kozéppontjatol, és y-irdnya
sebességgel mozog a 2. dbrdn lathatéo modon. Feltéve, hogy az iitkozés folyamata soran az érintkezési pont nem csuszik
el, hatarozzuk meg a korong és a henger szogsebességét kozvetleniil az elsS titkdzés utan.

3. feladat. Szigetels hullamvezets lemez.

1. Teljes visszaverddés. Egy polarizalt monokromatikus elektromagneses sikhullam elektromos tere altalanosan
E(r,t) = Eexp (k- r— wt) alakban adhat6é meg, ahol E a hullam amplitudo6ja, k a hullamszamvektor és w a korfrek-
vencia. Tegyiik fel, hogy egy n; torésmutatéju kézegben w korfrekvencidja monokromatikus sikhullam terjed, ami elér
egy no torésmutatoju kozeget. A bejovs hullam 19; szoget zar be a hatarfeliilet beesési merélegesével. A probléma soran
csak transzverzalisan polarizalt hullamokkal foglalkozunk, azaz olyanokkal, amelyekben az elektromos mez6 meréleges
a beesési sikra. Egyik kozeg sem mégneses.
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3.a) dbra

1. Ha n; > ne, létezik egy ¥, hatarszog, amelyre teljesiil, hogy a ¥; > J. szog alatt beérkezd hullamok teljesen
visszaver6dunek (total internal reflection: TIR). A visszavert hullam fazisa d-val késik a bejovéhoz képest. Vezessiik le
0-t, és adjuk meg nq, no, és 9J; fliggvényében.

2. A sziikséges hatérfeltételek felhasznalasaval adjuk meg a visszaver6dés R mértékét ny > no esetén. Mutassuk
meg, hogy a hullam teljesen visszaverddik minden 9J; > 9. esetén.

2. Erdsito faziscsatolas. A legegyszertibb dielektromos hullimvezets egy d vastagsagd, nq torésmutatdja sik-
lemez, amit homogén, ny torésmutatdju kozeg vesz koriil (nq > ns). TIR esetén a lemez felhasznalhaté hullamok
veszteség nélkiili tovabbitasara, feltéve, hogy a hullamok interferencidja erdsits, azaz a hullamfrontok megmaradnak
a hullam terjedése soran a hullamvezetGben. A hulldmszamok vikuumban, az nq és az ny torésmutatoju kozegben
rendre kg, k1, és ko.

3.b) dbra

1. Hatarozzuk meg az erdsits faziscsatolas sziikséges feltételét.
2. A hullamot csak 9 bizonyos értékei esetén lehet veszteségmentesen tovabbitani. Mutassuk meg, hogy ¥-nak ki
kell elégitenie a kovetkezd egyenletet:

(1) kidcosd —d =mm; m=0,1,2,....

Igazoljuk, hogy a fenti egyenlet igy is felirhato:
kod
(2) \/u2+v2=%\/n%—n§,

(3) utanu =wv vagy wucotu=uv,



kid d
ha u = %cosﬂ ésv = §y/kfsin219—k§.

3. Maxwell-egyenletek. A Maxwell-féle hullamegyenlet egy ¢ relativ dielektromos &lland6ju kozegben az elekt-
romos térerGsségre:
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A 8.¢) dbrdn lathato hullamvezets lemez esetén e = n%, ha 0 < z < d, kiilénben pedig ¢ = n% Olyan koordinéta-
rendszerben, amelyben a hullam az xz-sikban terjed, az elektromos térerdsség altalanosan

(5) E(r,t) = E(x,2,t) = E(z) exp (z(ﬂ:z: - wt))

alakban adhato meg, ahol § az effektiv terjedési alland6 a hullamvezet&ben, figyelembe véve a rendszer eltolasi szim-
metridjat az z-tengely irdnyaban. A transzverzalisan polarizalt hullamok tovabbitasa esetén E(z) y-iranyu, tovabba
E(7r,t)-nek egyszerd harmonikus rezgésnek kell lennie a rétegen beliil, azon kiviil pedig exponencialisan kell lecsengenie.
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3.c) dbra

1. Mi a kapcsolat 3, ki és 9 k6zott?

2. A z =0 és z = d értéknél felirhato hatarfeltételek felhasznalasaval vezessiik le a hullamvezetés 2. részben
megkapott feltételét a Maxwell-egyenletekbdl.

4. Normal médusok. A normal médusok 9 azon értékeihez kotGdnek, amikor a lemezben hullamvezetés torténik.
Az m = 0-hoz (lasd 2. rész) tartozo modus az alapmodus (legalacsonyabb modus, elsé modus), az m = 1-hez tartozo
mo6dus a masodik modus stb.

1. Véazoljunk fel az (u,v) koordinatarendszerben a (2) és a (3) egyenleteket leird gorbéket. Hatarozzuk meg annak
sziikséges feltételét, hogy csak egy norméal moédus létezzen.

2. Mutassuk meg, hogy a szigetels lemez altal tamogatott moédusok maximalis szdma

(6) w= | B - ag ]

ahol [x] azt a legkisebb egész szamot jeloli, amely legalabb akkora, mint z.
3. Igazoljuk, hogy a korfrekvencia minden

(7) Aw = %
d\/n{ —nj
emelkedése a modusok szamét eggyel noveli.

4. Az (1) egyenlet alapjan mutassuk meg, hogy a csoportsebesség (Ow/d3) minden tamogatott normal modusra

dtand + %
(8) Vg = a5
ccos Ow

5. Mutassuk meg, hogy az L tavolsdg befutasahoz sziikséges idék kozotti legnagyobb idékiilonbség a kiilonbozd
moédusokban terjedd hullamok esetén

) . %(nl — na).

6. Legyen n; = 1,7; no = 1,5; A = 800 nm (vadkuumban) és d = 1um. Hatérozzuk meg az Gsszes modust 9 > d.-re.
Abrazoljuk az E(z) elektromos térerdsséget ezekre a modusokra.

4. feladat. Magneses dip6lus rezgése. Egy m; magneses nyomatékkal rendelkezs dipolust helyeziink az origdba,
melynek magnesesnyomaték-vektora a +z irdnyba mutat.

1. Hatarozzuk meg a magneses indukciot a tér minden pontjaban.

2. Egy masik dipo6lust helyeziink az origotol » tavolsagra, ennek helyvektora ¥ szoget zéar be az z-tengellyel. A ma-
sodik dip6lus mo magneses nyomatéka a szoget zar be az x-tengellyel. Az elrendezés a 4. dbrdn lathaté. Hatarozzuk
meg a mésodik dipolusra haté forgatonyomatékot.



4. dbra

3. Hatarozzuk meg a két dipolus kozti kolesonhatasi energiat.

4. Hatarozzuk meg a masodik dipolusra haté erét.

5. A két dipolust egy elhanyagolhatd tomegi fonéllal 6sszekdtjiik gy, hogy a kettd tavolsaga r maradjon. Mig az els6
dipolus helye és iranya rogzitett, a masodik szabadon mozoghat (r tavolsagban) az abra sikjaban, és iranyitottsiga
is szabadon valtozhat. Irjuk fel a masodik dipélus mozgasegyenletét. A masodik dipélus tomege és tehetetlenségi
nyomatéka rendre m és 1.

6. Kezdetben a masodik dipélus rogzitve van az x-tengelyen, a magneses nyomatéka oy < 1 szoget zar be az z-
tengellyel. A masodik dipélus rogzitését ¢ = 0-kor feloldjuk. Irjuk fel a masodik dipélus mozgasegyenletét, figyelembe
véve, hogy ¥ és « kicsi. Legyen I = m7‘2/5.

7. A rendszer harmonikus rezgést végez. Hatarozzuk meg a rezgés normal modusainak frekvenciait. A rendszer
normél modusban van, ha a rezgés paraméterei fazisban vannak, azaz igy irhatok fel: 9 = Jgcos (wt + @) és a =
ag cos (wt + ¢). w-nak két lehetséges értéke van (jelolje ezeket wy és woy). Hatdrozzuk meg wy és wo értékét.

8. Az egyes normal modusokra hatarozzuk meg « és ¥ amplitadoéinak hanyadosat, c; = aq/91-et és co = as/Vs-t.

9. A rendszert a kovetkezs Osszefiiggések irjak le:

¥ = ¥ cos (w1t + ¢1) + P2 cos (wat + p2);
a = c191 cos (w1t + ¢1) + cas cos (wat + ¢2).

A kezdeti feltételek felhasznalasaval hatarozzuk meg 91, @1, U2 és @9 értékét.

5. feladat. Csavaros kotél. Két egyforma, m tomegi fémcsikot egy nagy, sirlédasmentes hengerre helyeziink.
A csikokat két rugalmas kotéllel kotjiik ossze, ugy, hogy a kotelek nydjtatlanok és parhuzamosak egymaéssal. A kotelek
rugdallandoja k és kovetik a Hooke-torvényt. A kotelek rogzitési pontja mindkét csikon egy atmérs két végpontjan
van. Az igy kapott eszkdzt az 5. dbra mutatja. Az A csikot a hengerre csavarozzuk, mig a B csik szabadon mozoghat
és foroghat a henger tengelye koriil.

1. A hengert fiiggsleges helyzetbe allitjuk allandé g nehézségi erGtérben ugy, hogy az A csik a B csik folé kertiljon.
A B csikot ezutan N-szer korbeforgatjuk, a két csik kozti tavolsagot xg értéken tartva. Ezutdn a B csik forgasat
meggatoljuk egy csavarral, ahogy az 5. dbrdn lathatjuk.
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5. dbra. Az eszkoz kezdeti elrendezésében. A csavar a B csik forgasanak meggatlasara hasznalhato

a) Adjunk meg egy olyan egyenletet, amelybdl a paraméterek numerikus értékeinek ismeretében x4, az 4 egyensulyi
helyzet meghatarozhato.

b) Bizonyos feltételek mellett a fémcsik harmonikus rezgést végez. Hatarozzuk meg a kis Az amplitudoju rezgések
frekvenciajat k, r, N, xo és x; fliggvényében.

2. A hengert Gjra vizszintes helyzetbe hozzuk, a koteleket visszaéllitjuk eredeti allapotukba, és a forgasat megaka-
dalyozzuk a csavarral.

a) A B csikra F vizszintes feszitGer6vel hatunk. Ha az er6t nagyon lassan, fokozatosan noveljiik, a kotelek Fpy erénél
szakadnak el. Mekkora a legkisebb minimalis allandé erd, amely a kotelek elszakitasahoz sziikséges?

b) A B csikot a rogzités el6tt N-szer korbeforgatjuk, a koteleket nyujtatlanul tartva. Hatarozzuk meg a kotelek
elszakitasdhoz sziikséges minimaélis erét, ha az erct

(i) nagyon lassan noveljiik,

(1) allando értéken tartjuk.

3. A rendszer eredeti vizszintes helyzetében van. A B csik rogzitését feloldjuk és o szdggel elforgatjuk, mikézben
a két csik tavolsaga xo marad, majd elengedjiik (kezdetben #(0) = 0 és ¥(0) = 0).

a) Irjuk fel a B csik mozgésegyenletét.

b) Oldjuk meg a mozgasegyenletet z(t)-re és V(t)-re.

¢) Adjuk meg a maximaélis sebességet és szOgsebességet, valamint a csikok Osszetitkozéséig eltels T id6t.



6. feladat. Folyékony levegd. Oxigén és nitrogén keverékét tartjuk egy zart, egyik végén dugattyaval ellatott
tartalyban allando T = 77,4 K hémérsékleten. A gazkeverék teljes anyagmennyisége 1,1 mol, kezdeti nyomasa 0,5 atm.
A dugattyu segitségével a gazkeveréket allandé hémérsékleten lassan dsszenyomjuk.

Elfogadhato kozelitésekkel élve abrazoljuk a rendszer nyomésat a térfogat fliggvényében a kezdeti térfogat tizedéig,
ha az oxigén és a nitrogén anyagmennyiségének aranya (no2 / nN2)

(a) 1/9;

(b) 2/9;

(c) 1/4.

Hatarozzuk meg a nyomads és a térfogat értékét ezen izotermak jellegzetes pontjaiban.

A kovetkezd adatok allnak rendelkezésiinkre:

— 1 atm nyomadson a folyékony nitrogén forraspontja: 77,4 K;

— 1 atm nyoméson a folyékony oxigén forraspontja: 90,2 K;

— az oxigén parolgashdje: 213 J/g.

7. feladat. Cstisz6 hasab. Egy 2b magassaga, 2a hosszusagi, M tomegl, téglatest alakd hasab nyugszik érdes
talajon, ahol a csuszési surlodasi egyiitthatd . A hasdbot egy erGs iitéssel mozgasba hozzuk ugy, hogy az hirtelen
vg vizszintes sebességet kap. Bizonyos koriilmények kozott a hasab hatso vége felemelkedik és a hasab forogni is fog az
also eliils6 éle koriil, ami a talajon marad.

6.a) dbra. A hasab, miutan megkapta kezdeti sebességét

1. Vezessiik le a hasab forgémozgasanak egyenletét 0, a, b, u és g fliggvényében.

2. Adjuk meg azt a feltételt, nevesiil pu értékét, ami lehetGvé teszi a fentiek bekovetkezését.

A kovetkezd kérdésnél feltessziik, hogy a fenti feltétel teljesiil.

3. Tekintsiink egy végallapotot, ahol a hasdb nyugalomban marad a 6.b) dbrdn lathaté helyzetben, miutan a
tomegkozéppontja r-szel mozdult el kezdeti helyzetétdl. Lehetséges-e egy ilyen végéllapot? Ha igen, szamitsuk ki az
elérésehez sziikséges kezdeti sebességet az alabbi adatokkal: a = 0,8 m; b = 1,0 m; = 0,9; & = 1,65 m; Oy = 1,275~ L.

6.b) dbra. A hasab kivant végallapota

Megjegyzés: a, b és p ismeretében a kezdeti sebesség numerikusan kiszamithato.

8. feladat. ,,Rugd és tomeg” probléma. 1. Egy M tomegd test mozog egy félvégtelen rugo felé vy kezdGsebes-
séggel a 7. abrdan lathaté modon. A rugd egységnyi hosszra esG tomege p, rugballanddja szorozva a rugéhosszal pedig
K = kL. A test és a rugd az x = 0 helyen ¢t = 0-kor iitkdzik. Adjuk meg a test sebességét az iitk6zés utan mind az id6,

mind a hely fiiggvényében.

T

A
)

7. dbra

2. Ebben a feladatban egy masik, m tomegi testet helyeziink a rugd masik végére. Mennyi id6 telik el az M tomegi
test altal kivaltott hullamfront m-hez valé megérkezésétdl a rugd és az m tomegd test szétvalasaig? Szamitsuk ki az
m tomegd test sebességét is, amikor az elhagyja a rugét. Tegyiik fel, hogy a rugéban a hullamok terjedési sebessége
nagyobb vg-nal, valamint a rugé elég hosszt ahhoz, hogy az m tomegt test levalasakor a visszavert hullamok még ne

érjék el az M tomegi testet.



9. feladat. Két szilard targy iitkozési modellje. Két szilard targy iitkozésekor a mechanikai energiavesztés
egyik moédja a két test belsejében elindulé hanghullamok &ltal felemésztett energia. Habar a valédi helyzet sokkal
bonyolultabb, hasznéaljuk most a kovetkezd egyszerd modellt. ElGszor helyettesitsiik a szilard rudakat egy-egy rugoéval,
melyek nytjtatlan hossza rendre L; és L,. A rugbéallando szorozva a rugdhosszal az egyes rugokra K és K .; az egységnyi
rugohosszra es6 tomeg pedig rendre g; és g,. Az [ és r indexek a bal és jobb (left, right) oldali rugokat jelolik.

A bal oldali rugd +vg/2, a jobb oldali pedig az ellenkezs irdnyba —uvg/2 sebességgel halad. A rugok kezdetben
nytjtatlanok. ¢ = 0-kor a rugok az x = 0 helyen {itkbznek. A rugok egyes pontjainak elmozdulasat az y(z,t) fliggvény
irja le, tehat az {itk6zés utédn az eredetileg = koordinataju pont a ¢ id6pontban az x + y(x,t) koordinataju pontba
kertil.

1. Vezessiik le a rugdk hullamegyenletét és adjuk meg a rugdkban a hullaimsebességet.

A hullamegyenlet altalanos megoldasa y(x,t) = (et — z) + ¢(ct + x) alaki, ahol ¢ a hullam terjedési sebessége.
A o és o fiiggvények alakjat a hatarfeltételekbdl kaphatjuk meg.

2. Irjuk fel a hatarfeltételeket az © = 0, * = —L;, = L, pontokban.

3. Trjuk fel az y(z,t) fiiggvényt az iitkozés el6tt (¢ < 0), azaz az yoi(x,t) és yo.-(z,t) fiiggvényeket.

t = 0-kor akusztikus hullam indul el mindkét rugéban az z = 0 {itkdzési pontbol. A rendszer dinamikijat a 8. dbrdn
lathato hely-id6 diagramon elemezziik. A vizszintes tengely az id6t, a fiigg6leges a rugo pontjainak helyzetét mutatja.
A diagram minden vonala egy akusztikus hullamfrontot abrézol, amelyek mindig akkor indulnak el, amikor egy hullam
a hatarhoz érkezik.

x
B
L, L
I s \Y X" N
7" N N4 Qb N @
o III 2N 7 VI QN
2 of Yal
A t
B >
7 = F
v Sry 2, VI
Cr {C/
\<Z' C7>
II
—I;
C

8. dbra. Hely-id6 diagram

Példaul az AB vonal az iitkdzéskor az A pontbol kiindulé hullamfront helyzetét dbrazolja az id6 fiiggvényében. Irjak
le az fi(cit+x) és fr(c t — ) fiiggvények az litkdzéskor rendre a bal, illetve a jobb oldali rugoban elindul6 hullamokat,
ahol ¢; és ¢, rendre a bal és a jobb oldali rugokban terjed6 hullam sebessége. A hely-id§ diagramroél lathato, hogy a
feladatban L;/¢; > L, /c,. Amikor az f,.(¢,t — x) hullamfront eléri a B pontot, egy G g,(c -t + x) visszavert hullam
indul visszafelé. Hasonl6 jatszodik le a bal oldali rugéban a C' pontban.

Amikor a jobb oldali rugoban a g, (¢t + x) hullamfront eléri a rugd végét (D pont az dbrdn), egy Gj visszavert
(hr(crt — x)) 6s egy j atvitt (h(cit 4+ x)) hullim indul el.

Ezek a jelenségek mindig bekovetkeznek, amikor egy hullamfront a két rugd valamelyik hatarara ér.

4. Irjuk fel az y(z,t) hullimfiiggvényt a diagram I, II, ITI, IV, V, VI és VII jeli tartoményaiban yo, f, fi, 9r, hr
és h; segitségével.

5. A hatarfeltétel(ek) felhasznalasaval hatarozzuk meg az fi(¢it + x) és fr(c .t — x) fiiggvényeket a rugok paramé-
tereinek és kezdGsebességének fliggvényében.

6. Hatarozzuk meg az érintkezési pont sebességét kozvetleniil az elsg iitkdzés utan.

7. A hatarfeltétel(ek) felhasznalasaval hatarozzuk meg a g,(c,t + ) fiiggvényt a rugok paramétereinek és kezdGse-
bességének fiiggvényében.

Tekintsiik azt az esetet, amikor a két rugé a hosszuktol eltekintve egyforma, azaz legyen g; = 0, = p és K; = K, =
K. Legyen L, < L.

8. Hatarozzuk meg y(r,t)-t a III és a IV tartomanyban. Abrazoljuk y(z)-et t = 0,4 L/c-nél. A grafikon rajzolasahoz
legyen L, =0,6 L, L; =L és vg = 0,5¢c.

9. Hatéarozzuk meg y(z,t)-t az V tartomanyban. Abrazoljuk y(z)-et t = 0,8 L/c-nél, L,., L; és vy az el6z6 feladatban
adott értékei mellett.

10. Mikor valik el egymastol a két rugo6? Abrazoljuk y(z)-et, L,, L; és vy az el6z6 feladatban adott értékei mellett.



11. Hatarozzuk meg a rugék iitkdzésére jellemzs e iitkdzési szamot.
12. Szamitsuk ki a rugoék litkozés utani és el6tti dsszes haladé mozgasi energidjanak hanyadosét.

10. feladat. Lagrange-pontok stabilitasa. A Folddel egyiitt a Nap koriil forgé vonatkoztatési rendszerben 6t
egyensulyi helyzet létezik (ahol a testekre hato eredd erd zérus). Ezt az 6t pontot Lagrange-pontnak nevezziik Joseph
Lagrange utan, aki el6szor tanulményozta a haromtest-probléma ezen esetét. A rendszer teljesen preciz elemzése
rendkiviil bonyolult és kaotikus. Ebben a feladatban a két test tomege (M; és Ms) sokkal nagyobb a harmadik
testénél (m). Az M, és My kozti tavolsag legyen R.

1. A rendszer alapegyenletei

a) Irjuk fel az m-re haté ereds gravitacios ers F, vektoréat.

b) Feltéve, hogy My > Ms > m, hatérozzuk meg az M;—M, rendszer ) szogsebességét.

¢) A rendszerrel egyiitt forgd vonatkoztatasi rendszerben m-re haté tehetetlenségi erdk lépnek fel. Irjuk fel az m-re
hato eredd er§ Fq vektorat ebben a vonatkoztatasi rendszerben.

d) Tekintsiink egy olyan koordinatarendszert, amelyben a héarom test az zy-sikban van, az Q szogsebesség pedig
+2 iranyt. Az origot helyezziik az 2 tengelyen elhelyezkedd M;—M, rendszer témegkdzéppontjaba. Irjuk m helyzetét
r =xz(t)i + y(t)j alakba. A forgo vonatkoztatési rendszerben irjuk fel az m-re hat6 eredd erdket, ha annak sebessége

) . 2 . 1 .
zérus. Hasznéljuk az o = [AEYA és B = A T YA paramétereket.

2. A Lagrange-pontok meghatarozasa. Ot olyan pont van a vonatkoztatasi rendszerben, amelyekben az m-re
haté eredd erd zérus. Ezek koziil harom (L1, Lo, L3) az M7 M, egyenesen (az z-tengelyen), mig ketts az xzy-sikon
szimmetrikus helyzetben van az z-tengely alatt és f0lott, azaz yqs = —ys.

a) El6szor Ly, Lo és L3 meghatarozasat végezziik el. Legyen © = (v — a)R, ahol v jelenti m és M; tavolsagat R
egységben. Irjunk fel egy olyan egyenletet, amit ezeknek a pontoknak ki kell elégitenie. Az egyenletet v-vel és a-val
fejezziik ki.

b) Az egyenlet harom esetre bomlik (ezek adjak az egyes Lagrange-pontokat): v < a, a < v < b, és b < v.
Hatarozzuk meg a és b értékeét.

A tovabbiakban feltessziik, hogy « kicsi (a Nap-Fold rendszerben ez 3,0 - 107°%). a-val csak a legkisebb nem-nulla
rendben szamolunk, a magasabb rendd tagokat elhanyagoljuk. A kovetkez6 kérdések segitenek az z-tengelyen fekvs
Lagrange-pontok meghatarozasaban.

¢) Az els6 esetben (v < a) legyen v = —1 + 41, ahol §; egy «a-tol fliggd kicsiny pozitiv szam. v ezen értéke az L,
Lagrange-pont helyzetét = —R(1 + (1) alakban adja meg. Hatarozzuk meg (i-et « fiiggvényében.

d) A masodik esetben (a < v < b) legyen v = 1 — do, ahol ds egy a-tol fiiggs kicsiny pozitiv szam. v ezen értéke az
L Lagrange-pont helyzetét © = R(1 — (3) alakban adja meg. Hatarozzuk meg (o-t « fiiggvényében.

e) A harmadik esetben (b < v) legyen v = 1+ d3, ahol d3 egy a-tdl fiiggd kicsiny pozitiv szdm. v ezen értéke az Lg
Lagrange-pont helyzetét x = R(1 + (3) alakban adja meg. Hatarozzuk meg (3-at « fiiggvényében.

A negyedik és 6todik Lagrange-pont helyzetének meghatarozasa Gsszetettebb modszert igényel. Elgszor bontsuk fel
az m-re hato erét az r vektorral parhuzamos és meréleges komponensre.

f) Adjuk meg az r vektorral pirhuzamos €| és a rd merdleges &, egységvektort az xy-sikban.

g) Hatarozzuk meg az m-re hato eredd eré r-rel parhuzamos Fglg és a ra merdleges F- komponensét.

h) Adjuk meg az r-re merdleges iranyu egyensuly feltételét. Ennek felhasznalasaval adjuk meg az ry,1 és o kozotti
kapcsolatot,.

i) Adjuk meg az r-rel parhuzamos iranya egyensuly feltételét. Ennek felhasznalasaval adjuk meg az rp,1 és R
kozotti kapcsolatot.

j) Hatéarozzuk meg a negyedik és az 6todik Lagrange-pont helyzetét, rendre (x4, y4)-et és (x5, y5)-0t.

3. A Lagrange-pontok stabilitdsa. Az egyes Lagrange-pontok stabilitasdnak ellendérzésére megzavarjuk m-
et egyensulyi helyzetében. Mivel ebben a rendszerben az erék m (z,y) helyétsl és (v, v,) sebességétdl fiiggnek, a



stabilizalo eréket a helyzet és a sebesség kiilonbo6z6 valtozésaira kell kiszamitani. Fejezziik ki az er6t az alabbi médon:
F;E (:EO + 65E7 Yo + 5?/7 Vz,0 + 5U;E7 Vy,0 + 6Uu) =

8F 0F, OF, Sus + 0F, Suy;

ox dy vy 8vy

F, (a:o + 0z, Yo + 0Y, Vg 0 + 0Vz, Vy0 + 5vy) =

_OF, _ _0OF, _OF, oF,
- Mg, Y50, + P 5
oz "y Yt B, 0 T ey,

Ez az erg figyelembe veszi az m tomeg sebességének jarulékit. Az 6sszes parcialis derivaltat az egyenstulyi helyzetben
(%0, Yo, Va0, Uy,0) Szamitjuk ki.

10F, 10F, 10F, 1O0F, . OF, OF,
a) Adjuk meg prog Ry 3y m Or m Oy alakjat. Mutassuk meg, hogy 3y = a—xy
.y . 1 0F, 10F, 10F, .1 0F,
b) Szamitsuk ki ———=-et, ———-t, — -et, és ———t
m 81}1 m 8vy m 8 m Ovy

Lagrange-pont stabilitasat. a-val csak a legkisebb nem-nulla rendben szdmoljunk, hanyagoljuk el a magasabb rendd
tagokat.
¢) Az els6 Lagrange-pont

p— L = 102, és hatarozzuk meg cp-et.
x
8F _ OF,

oy  or
1 0

(741) Mutassuk meg, hogy Ea—; = pa?, és hatarozzuk meg co-t.

(iv) 6x = Ae és 6y = Be (A, B # 0) helyettesitésével hatarozzuk meg \-t, kizarolag o és Q fliggvényében.

(v) A-nak négy lehetséges értéke van. Adjuk meg azt a feltételt, amit ezeknek a megoldasoknak teljesiteniiik kell,
hogy L; stabil legyen, és dontsiik el, hogy L; stabil-e.

(vi) A Nap-Fold rendszerre o = 3,0 - 1075, 65 Q = 27 /év. Ha ez a pont stabil, adjuk meg a koriilotte végezhetd
rezgés periodusidejét (nap mértékegységben), ha nem stabil, akkor az 1/ idéallandot (szintén napokban).

d) A masodik Lagrange-pont

(i) Mutassuk meg, hog

(7) Mutassuk meg, hogy

(i) Mutassuk meg, T = 302, és hatarozzuk meg c3-at.

m Oz
oF, OF
(7) Mutassuk meg, hogy By = axy —0
10
i11) Mutassuk meg, hogy P Y = ¢,02, és hatarozzuk meg ci-et.
m oy

(

(iv) dx = AeM és 6y = BeM (A, B # 0) helyettesitésével hatarozzuk meg A-t, kizarolag « és () fiiggvényében.

(v) A-nak négy lehetséges értéke van. Adjuk meg azt a feltételt, amit ezeknek a megoldasoknak teljesiteniiik kell,
hogy L5 stabil legyen, és dontsiik el, hogy Lo stabil-e.

(vi) Ha ez a pont a Nap-Fold rendszerben stabil, adjuk meg a koriilotte végezhetd rezgés periodusidejét (nap
mértékegységben), ha nem stabil, akkor az 1/\ idGallandot (szintén napokban).

A harmadik Lagrange-pont hasonl6 a masodikhoz, tehat nem kell kiilon foglalkoznunk vele.

e) A negyedik Lagrange-pont

1 OF,
(7) Mutassuk meg, hog = 502, és hatarozzuk meg c5-Gt.
1 OF, _ 1 0F,
(i4) Mutassuk meg, hogy el e = (cg + c70)?, és hatarozzuk meg cg-ot és cr-et.
y m Ox
1 0F, 9 3
(741) Mutassuk meg, hogy P = ¢g€)”, és hatarozzuk meg cs-at.

(iv) 0z = Ae és 6y = Be (A, B # 0) helyettesitésével hatarozzuk meg \-t, kizarolag o és Q fiiggvényében.
(v) Legyen ¢ = M;/Ms. Hatérozzuk meg ¢ azon értéktartomanyét, amire a negyedik Lagrange-pont stabil.
Az 6todik Lagrange-pont azonosan viselkedik, mint a negyedik, igy nem kell kiilon foglalkoznunk vele.



