A 2009-2010. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi
Verseny feladatai

I. kategoria: Szakkozépiskolak

Elsé (iskolai) fordulé

1. Melyek azok az m € Z szamok, amelyekre az (m — 2) - 2 — 2mx — 1 = 0 egyenletnek legfeljebb egy, az
m - x® + 3max — 4 = 0 egyenletnek legalabb egy valos gyoke van?

2. Egy derékszogl haromszog atfogojat a beirt kor érintési pontja két szakaszra osztja. Bizonyitsa be, hogy a
haromszog teriiletének szamértéke egyenls ezen két szakasz hosszanak a szorzatéaval!

3. Melyik az a 10-es szamrendszerben felirt, Tgzu alaki négyjegyd szam, amelynek szamjegyeire teljesiilnek az
u+z—4x =16és u+ 10z — 2y = 14 feltételek?

4. Az ABC hegyesszogi haromszog M magassdgpontja a CC; magassagvonalon ugy helyezkedik el, hogy CM :
MCy, =3: 1. (C1 a magassag talppontja.) Mekkora az AFB<, ha F a CC} szakasz felez6pontja?

5. Palk6 uzsonnara palacsintat készitett baratainak. Az asztalon harom talon van palacsinta. Az elsén 8 darab
tards, 6 darab dios, és 10 darab lekvaros van, a mésodikon 12 darab turés, 10 darab diés, és 8 darab lekvéros, a
harmadikon 8 darab diés, 12 darab lekvaros és néhény turos.

a) Palké egyik baratja, Peti, véletlenszertien vett mindegyik talrol egy-egy palacsintat. Tudjuk, hogy a Peti altal
valasztott hdrom palacsinta % valoszintséggel volt azonos izesitésd. Hany turos palacsinta volt a harmadik talon?

b) A harmadik talon levs turds palacsinték szamatol fliggGen milyen hatarok kozt valtozhat annak a valdszintsége,
hogy Peti harom azonos izesitést palacsintat vett ki? (Feltessziik, hogy a hazigazda csak a harmadik talon 1év§ ttrés
palacsintak szamat valtoztatja.)

6. Az ABC héaromszog B és C' csicsainél fekvs belsé szogfelezk az AC, illetve AB oldalt a By, illetve C7 pontokban
metszik. Rajzoljuk meg az A csticson keresztiil a kiils§ szogfelez6 e egyenest. A By ponton at a C'Cy szogfelezével,
a C ponton at a BB, szogfelezdvel parhuzamos egyeneseket htizunk, amelyek az e egyenest a P, illetve a () pontokban
metszik. Bizonyitsa be, hogy a BC'QP négyszog cstucsai egy korén helyezkednek el!

Masodik fordulé

1. Oldja meg a valds szamok legbGvebb részhalmazan a

2010

(2009) togz0ro 108 s (o= 3548

— 1
2010 <

egyenlGtlenséget!

2. Az ABC héaromszog A csicsbol indulo belss szogfelezGje a K pontban metszi a BC' oldalt. Az ABK haromszog
beliilirt korének és az ABC haromszog koriilirt korének a kézéppontja egybeesik. Mekkordk az ABC héromszog szogei?

3. Mutassa meg, hogy ha az n, m természetes szamokra

fln+m)=fn)+f(m)+1 és f(1)=2

teljesiil, akkor az f(1); f(2); f(3);...; f(n) szdmok szamtani sorozatot alkotnak! Szamitsa ki a szamtani sorozat elsé
2010 tagjanak Osszegét!

4. Oldja meg az
e —4y+ 1|+ |ly—3z—=2|+|z+y+2|+|z+2y+3| =4

egyenletet, ha x € Z és y € ZI!

5. Egy 12 oldalu konvex sokszog belsejében 1000 pontot helyeztiink el agy, hogy a sokszdg 12 csicsa, valamint ezek
a felvett pontok — 0sszesen 1012 pont — koziil semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre. Maximaélisan hany olyan
haromszoget készithetiink, amelynek mindharom cstcsa az 1012 pont koziil keriil ki?

Harmadik (dontd) fordulo



1. Oldja meg a valés szamok halmazan a

2 cos2x + 2sin’ x 13 cos?

2costx —2cos?x + 3sin®x 2costx + 4cos? x4 3sin’
egyenletet!
2. Legyen
0= L2 [(1+V3)" - (1-VE)").
ahol n pozitiv egész szadm. Bizonyitsa be, hogy a sorozat minden tagja egész szam!

3. Az ABC haromszogben BAC< = 90°, BC = a, CA =,
b
AB = ¢ és a haromszog K-val jelolt keriiletére fennall, hogy K = @t .
c

a) Szamitsa ki tgg értékét a K fiiggvényében (ahol 8 = CBA<)!
b) K milyen értékeire lesz a [ szog az ABC' haromszog legkisebb szoge?

II. kategéria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Adott a koévetkez6 polinom:
Pla)=2+(xz+2)°+(x+4)>+ ... + (z +2008)* —
—(z+1)7 = (z+3)°—... — (z +2009)°.
Mely valos z értékek esetén teljesiil, hogy P(z) > 07

2. Melyik az a legnagyobb, csupa kiilonboz6 szamjegyet tartalmazéd pozitiv egész szam, amelynek a szamjegyeit
tetsz6leges sorrendben véve mindig primszamot kapunk?

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
117 + 14% = 25" — 2(V/154)".
4. Az ABC haromszog teriiletét az A csucsbol induld belss szogfelezé 1 : 2 ardanyban osztja. Milyen aranyban

osztja fel a haromszog teriiletét az a magassigvonal, amely a haromszog legnagyobb szogid csicsabdl indul, ha BC
felez6merdlegese a teriiletet
(a)

(b)

1:3;
1:2
aranyban osztja?

5. Az {1;2;3;...;2009} halmazbol legalabb hany szamot kell kivalasztani, hogy biztosan legyen a kivalasztott
szamok kozott két olyan, amelyek kiilonbsége 47

Masodik fordulé

1. Adott az x(x2 + y2) + y(w2 + y2) — 4z — 4y = 0 egyenletd alakzat. Ennek az alakzatnak melyik pontja van
35
legkozelebb a P (—5; 5) ponthoz?

2. Bizonyitsuk be, hogy 55 darab egymast kdvets egész szdm négyzetének Osszege nem lehet négyzetszam.

3. Egy haromszog belsejébe helyezziink el harom olyan kort, amelyek érintik a haromszog két-két oldalat, tovabba
kiviilrél érintik a haromszog beirt korét. Bizonyitsuk be, hogy e harom kor sugaranak osszege nem kisebb a beirt kor
sugaranal.

4. Hany megoldasa van a kovetkezs egyenletnek?

2009 =

fo}la]

[x] az © valés szam egészrésze, az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb.
{z} az x valés szam tortrésze, értéke {z} = x — [z].



Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Az a, b és ¢ valos paraméterekre teljesiil, hogy 2a? + 2 + 3b+ 6¢ = 0. Igazoljuk, hogy az (a2 + 1)962 +br+c=0
egyenletnek van egynél kisebb, pozitiv gyoke.

2. Az ABCD tetraéderben AB = BC = CA. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben DAB< = DBC< = DC A<, akkor
DA=DB = DC.

3. Egy tarsas Osszejovetelen n ember vett részt. A tarsasag tagjai koziil idénként leiilt harom ember egy ultipartira.
Hazamenetelkor megallapitottak, hogy barmely harom ember legfeljebb egy partiban jatszott egyiitt és barmely két
ember pontosan két partiban vett részt egyiitt. Milyen n értékekre lehetséges ez, ha 3 < n < 97

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulé

2009
1. Igazoljuk, hogy egy 2009 csicsu teljes graf élei megszamozhatok az 1,2, ..., < 9 > szamokkal agy, hogy az egy
csticsba befuté élek szamainak az Gsszege semelyik két csticsndl se legyen azonos.

2. Szerkessziink haromszoget, ha ismert egy oldala, tovabba a beirt és a koriilirt kor sugara. (Feltessziik, hogy létezik
a megadott adatokkal haromszog, igy a megoldhatosag feltételét nem kell vizsgalni, csak a megoldasok szamat.)

3. Oldjuk meg a (22 + 2)(5 — 2)(42® + 8z + 11) = 10(2z + 3)° egyenletet a valos szamok korében.

4. Egy pozitiv egész szamot négyzetteljesnek neveziink, ha a torzstényezés felbontasaban minden prim legalabb a
maéasodik hatvanyon szerepel. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sokszor lesz két szomszédos szdm mindegyike négyzetteljes.

5. Egységnyi teriiletd haromszogben helyezziink el két egymasba nem nyalé korlemezt agy, hogy egyiitt minél
nagyobb teriiletet fedjenek le. Az egységnyi teriiletdi héromszogek koziil milyen alaki haromszog esetén lesz ez a
lefedett teriilet a legnagyobb?

Masodik (déntd) fordulé

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogd haromszog van, amelyben az oldalhosszak relativ prim egész
szamok, és az atfogd hosszabol barmelyik befogd hosszat levonva egy-egy kobszamot kapunk.

2. Az ABC héromszog szogei 7/7, 2w /7, 4w/7. A haromszog szogfelezsi a szemkozti oldalakat az Ay, By, Cy
pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy az A B1C1 haromszog egyenls szara.

3. Egy k élhosszusagu kocka harom egy cstcsba futé lapjat teljesen le akarjuk ragasztani k* darab 3 x 1 méretd
cimkével. Milyen k-ra lehet ezt megtenni?



