A 2009-2010. évi Arany Daniel Matematikai Tanul6éverseny feladatai

KEZDOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Hany (pozitiv) osztoja van a
(1) 14+ (=)' 24 (=12 3+ (=% -4+ ...+ (=1)*7. 2008 + (—1)*°*® - 2009

Osszegnek?
2. Igaz-e, hogy 2009 + 2219 primszam?
3. Hany olyan haromjegyt szam van — a tizes szamrendszerben —, amelynek a négyzete 2009-re végzddik?

4. Az ABC haromszogbe beirhatd kor a BC oldalt Aj-ben, az AC oldalt Bi-ben és az AB oldalt Ci-ben érinti.
Ugyanigy kapjuk az A; B1C; haromszogbdl az As BoCo haromszoget is. Mekkorak az ABC haromszog szogei, ha szogei
ugyanakkorak, mint az As BoCs megfelels szogei (A-nal 1évE sz0g megegyezik az As-nél 16vs szoggel, a B-nél 1évs szog
megegyezik a Bo-nél 16v6 szoggel)?

Masodik fordulé

1. Bizonyitsa be, hogy az 1,2, ...,2010 szdmok koziil kivalaszthato 1005 ugy, hogy a kivalasztottak szorzata négy-
zetszam legyen.

2. Hany olyan négyjegyd természetes szam van, amelynek szamjegyei kozott van primszam és négyzetszam is?

3. Zoli elfelejtette baratja hétjegy telefonszamat. Bizonyos dolgokra mégis emlékszik: Nem volt benne 0, volt benne
legalabb két darab 2-es és legalabb két darab 3-as, valamint a szamjegyek Osszege éppen 20 volt. Ha mindenképpen
fel szeretné hivni baratjat, akkor legrosszabb esetben hany telefonszamot kell végig probalnia?

4. Mennyi a \/962 + (y — 1608)2 + \/y2 + (z— 1206)2 kifejezés legkisebb értéke, ha x és y valos szamok?

5. Hany kiilonboz6 10 egységnégyzet teriiletl, egyenlGszarta haromszoget rajzolhatunk a négyzetracsra gy, hogy
a haromszog egyik oldala racsvonalra, cstucsai pedig racspontokra illeszkedjenek? (Két haromszoget akkor tekintiink
kiilonb6z6nek, ha nem egybevagoak.)

Harmadik (dontd) fordulo

1. Mely valos (z;y) szamparokra teljesiil mindkét alabbi egyenlség?

22 + xy = 180
Y% + 22y = 40

2. 60 darab egységkockabol egy 3, 4, 5 élhosszusagu téglatestet épitettiink. Az egységkockak csicsai hany olyan

téglatestet hataroznak meg, amelynek oldallapjai parhuzamosak az eredeti téglatest oldallapjaival?

3. Az alabbi abrat ugy kaptuk, hogy egy egységsugari korbe négyzetet szerkesztettiink, majd a négyzet minden
oldala, mint atmérg f6lé a négyzet belseje felé nézé félkoroket rajzoltunk. Ezutdn az abra bizonyos részeit fehérre,
mésokat feketére szineztiik. Mekkora a feketére szinezett rész teriilete?
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IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulok

Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az I. kategoria els6 fordulos feladatsoraval.

Masodik fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Az ABCD paralelogramma BC' oldalat a C-n til az oldal hosszaval meghosszabbitva az E pontot kapjuk. Az
AFE szakasz az F' pontban metszi a CD oldalt. Az AF szakasz a H pontban metszi a BD atlot és a BF szakasz az
AC &tlot a G pontban metszi, valamint a BD és AC &tlok metszéspontja O. Igazolja, hogy az igy keletkezett HOGF

négyszog teriilete a paralelogramma teriiletének E—ed része!

2. 480 darab egységkockabol egy 6, 8, 10 élhossziisagu téglatestet épitettiink. Az egységkockak cstucsai hany olyan
téglatestet hataroznak meg, amelynek oldallapjai parhuzamosak az eredeti téglatest oldallapjaival?

3. Igazolja, hogy ha n 2-nél nagyobb egész szam, akkor megadhato n kiilénb6z6 pozitiv egész szam tugy, hogy
barmelyik osztoja a tobbi Gsszegének!

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Elsé (iskolai) fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulés feladatsoraval.

Masodik (dontd) forduld

1. Léteznek-e olyan t és u pozitiv egész szamok, melyekre 78 — 3% oszthaté 102°°-nal?

k
2. Jelolje m, az els6 n paratlan primszam szorzatat és legyen k természetes szam! Igazolja, hogy a (m, + 1)2 -1
szamnak legalabb n + k kiilonb6z6 primosztoja van!

3. Daraboljon fel egy négyzetet legfeljebb 10 darabra gy, hogy a darabokbél harom egybevagd négyzetet lehessen
Osszerakni!

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanuloé kozépiskolai tanulok

Elsé (iskolai) fordulé

1. Milyen szamjegyekbdl all a 333...33- 666 .. .66 szorzat eredménye?
—_—— —
2009 darab 2009 darab

2. Hatarozza meg azokat az abc szamokat, amelyek egyenlek az ab, ac, ba, be, ca, cb szamok Gsszegével! (a, b, ¢
szamjegyek, mindegyik szamot a tizes szamrendszerben értjik.)

3. Egy hatszog minden szoge egyenls. Bizonyitsuk be, hogy szemkozti oldalainak kiilonbsége megegyezik.

4. Hany olyan f fliggvény van, amelyrél tudjuk, hogy az értelmezési tartomanya az {1,2,...,n} halmaz, az érték-
készlete a {2009,2010} halmaz, és az f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n) Osszeg paratlan?

5. Az {1;2;3;4;...;2009} szamhalmazbol 10 darab szamot valasztunk ki egyesével a kovetkez modon:

Az els6 két szdm az adott halmaz valamelyik két eleme. A harmadik kivalasztott szadm az els§ ketts Osszege, ami
éppen négyzetszam. Minden tovabbi valasztott szam az addig mar kivalasztott szamok Gsszege.

Hany négyzetszam lehet a kivalasztott 10 darab szam kozott?



Masodik fordulé

1 1 1
1. Hany olyan pozitiv egész szamokbol 4ll6 (z;y) szampér van, amelyre — — — = 2010 teljestil?
r oy
2. Adott az ABCD paralelogramma. Adjon eljarast a BC oldal azon X pontjanak a megszerkesztésére, amin keresz-
til ha a BD atloval parhuzamos egyenest huzunk, az egyenes harmadolja a paralelogramma tertiletét! (A szerkesztést

nem kell elvégeznie!)
3. Adjunk meg olyan negyedfoki egész egyiitthatds egyenletet, ahol a fGegyiitthato 1 és az egyenlet egyik gyoke
V24 V3.
2
4. Tudjuk, hogy az f(x) = lp—()() — 22 fiiggvény grafikonja és az x tengely altal meghatarozott sikidomba olyan

maximaélis keriiletii téglalap irhato, amelynek két cstcsa az x tengelyen, ketts pedig f(x) grafikonjan van rajta.

a) Milyen p paraméter esetén létezik a feladatnak megfelels téglalap?

b) Bizonyitsuk be, hogy maximalis keriiletii téglalap létezése esetén van a téglalapnak olyan csicsa, amelynek az
f(z) fiiggvény gorbéje altal meghatarozott parabola csiicsatol mért tavolsaga fiiggetlen a p paraméter értékétol!

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Az ABC szabalyos haromszog oldalanak hossza 10 egység. Az AB oldal egyenese f. A C csticson keresztiil olyan
e egyenest hiztunk, ami a haromszogon kiviil halad. Ezutdn megrajzoltuk az 4bran lathaté médon a k; és ke koroket,
amelyek érintik az e és f egyeneseket, tovibba a haromszog egy-egy oldalat kiviilrol.

k1

ks

A B

Jelolje a korok sugaranak hosszat r1 és r2. Bizonyitsuk be, hogy az r; + ra Osszeg értéke nem fiigg az e egyenes
helyzetétdl, és hatarozzuk meg ezt az értéket!

2. Az z, y, z valos szamokra z + y + z = 9 és x° + y? + 22 = 33 teljesiil. Mely (x;y; 2) szamhéarmas esetén lesz az
yz szorzat értéke minimalis?

3. Az {1;2;3;...;20} halmazbol tgy valasztunk ki maximélis szamu elemet, hogy a kivalasztott szadmok koziil
barmelyik kettének a szorzata mas-mas szamjegyre végz6djon.
Hanyféle valasztas lehetséges?

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Tekintsiik azokat a négyjegyd pozitiv egész szdmokat, amelyek szdmjegyeinek Osszege 4. Hany szazalék az esélye
annak, hogy ezek koziil egyet véletlenszertien kivalasztva péaros szamot kapunk?

2. Bizonyitsuk be, hogy 9 darab egymast kovetd egész szam négyzetének Osszege
a) nem lehet primszam,
b) nem lehet négyzetszam.

3. Bergengocidban a térképek kicsit eltérnek a megszokottol. A térképen feltiintetik, hogy milyen hosszi utak
kotik Ossze a varosokat, ez minden esetben pozitiv egész szam kilométerekben megadva. De csatolnak a térképhez egy
tablazatot is, ahol feltiintetik, hogy két varos kozt utakon haladva — akar mas varosokon keresztiil — milyen hosszi
a legrovidebb ut. Azt azonban nem kozlik, hogy ez a legrévidebb it merre, kdzvetleniil vagy milyen varosokon keresztiil
megy.

A kovetkezd abra egy bergengoc térképet mutat, de hidnyoznak rola a varosokat 0sszekdts utak hosszai. Azonban
megvan a legrovidebb utak tablédzata, bar az is hidnyosan.
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Milyen szam allhat a kérdGjel helyén?
4. Az x és y pozitiv egész szamra
1 1

X
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teljesiil. Mi lehet az y szam utols6 szamjegye?

5. Mekkora annak a legkisebb szabalyos haromszognek az oldala, amelybe egy 2, egy 3 és egy 4 sugart kor fedés
nélkiil beirhat6?

Masodik fordulé

1. Egy derékszogl haromszog oldalainak hossza és teriiletének mérdszama is egész szam.
Bizonyitsuk be, hogy a beirt kor sugaranak hossza is egész szam!

2. Hatarozza meg a p paraméter értékét ugy, hogy az 22 + 2px — 3p — 2 = 0 egyenlet x; és x5 gyokeire x% + :E? =
4— (:E% + :E%) teljesiiljon.

3. Az 1°,2°,3°,...,179° nagysagu szogekbsl hanyféle modon lehet kivalasztani harmat gy, hogy a kivéalasztott
szogek egy kiilonb6z6 oldali haromszog szogei lehessenek?

4. Az ABC egyenl§ széra haromszog AB alapjanak egyik bels§ pontja P. Az AC szar C-hez kozelebbi harmado-
lopontja H. Az A cstcs H P egyenesre vonatkozo tiikorképe a BC oldal B-hez kiézelebbi negyedelépontja. Hatarozzuk
meg az AP : PB arény értékeét!

Harmadik (dontd) fordulo

1. Egy derékszogl haromszog egyik oldaldhoz hozzairt korének sugara a haromszog egyik oldalanak hosszaval
egyezik meg. Igazoljuk, hogy a haromszog valamelyik oldala a masik két oldal szamtani kozepe.

2. Az x, y, 2 valos szamokra = +y + 2z = 9 és 22 + y? + 2% = 33 teljesiil. Melyek azok az (z;y; z) szamharmasok,
amelyekre az yz szorzat értéke a lehetd legnagyobb, illetve a lehets legkisebb?

3. Tekintsiik az y = 2” fiiggvény grafikonjat, és ezen vegyiink fel harom racspontot: A-t, B-t és C-t! (Racspont:
mindkét koordinataja egész.) Lehet-e az igy meghatarozott haromszog teriilete 20107

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Elsé (iskolai) fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy egy pitagoraszi szaAmharmasnak mindig van két olyan eleme, amelyek négyzetének kiilonb-
sége oszthato 7-tel.

(Pitagoraszi szamharmason harom olyan a, b, ¢ természetes szamot értiink, amelyekre teljesiil az a® + b* = ¢
Osszefiigges.)

2

2. Melyek azok a pozitiv egész szamok, amelyek 2010-zel nagyobbak szamjegyeik négyzetosszegénél?

3. Az a, b, x, y valos szamokra teljesiilnek a kivetkezs sszefiiggések: ax + by = 3, az? + by? =7, az® + by® = 16
és axt + by* = 42.
Hatarozzuk meg az® + by® értékeét!



4. ABCD trapézban AB parhuzamos CD-vel. Jelolje E az AD egyenes és a BC'D haromszog koré irt kor D-t61
kiilonb6z6 metszéspontjat, F' pedig az AD egyenes és a C-bGl BFE-hez huzott parhuzamos egyenes metszéspontjat.
(D az A és az E pont kozott van.)

Bizonyitsuk be, hogy a BC' szakasz az AD és EF szakaszok mértani kozepe!

5. Legyen e,, a kovetkez6 modon definidlt egyenes:

6(n —x)
en : =———— neN\{0}.
Y+ Dn+2) \ {0}
Legyen H,, az e,, egyenes, az z-tengely és az y-tengely altal meghatarozott haromszog, és legyen U,, a Hy, Ho, ..., H,
haromszogek egyesitésével kapott sokszog.
Mekkora az Usgig teriilete?

Maisodik (déntd) fordulé

1. Egy kor keriiletén adott n darab pont (n > 3). Barmely két pontot 6sszekots szakaszt ki kell szinezni valamilyen
(de egyféle) szintire. Legalabb hény szinre van sziikség, ha a kozos végpont nélkiili szakaszok szine nem lehet azonos?

2. Egy derékszogi haromszoget dgy bontottunk fel az dbran lathaté moédon négy részre, hogy a négyszog alaki
részbe kor irhatd, aminek sugara megegyezik a haromszog alakt részbe irt kor sugaraval.

Fejezziik ki a korok sugardt a haromszog oldalaivall

3. Tekintsiik a koordinatarendszerben a (0;0), (0;n), (n;0), és az (n;n) (n: pozitiv egész) csucspontok altal meg-
hatarozott négyzetet. Hany olyan négyzet van, amelynek mind a négy cstcspontja a fenti négyzet belsé, vagy hataron
16v6 (n + 1)* darab récspontja koziil val6? (Racspont: mindkét koordindtaja egész.)



