I. rész

1. Egy kocka élének hossza centiméterben mérve egész szim. A kocka feliletét pirosra festettik, majd az oldallap-
jaival pdrhuzamos vdgdasokkal 1 cmm €l kiskockdkra daraboltuk.

a) Hdany centiméter volt a kocka éle, ha a pontosan egy festett lapu kiskockdk szama megegyezik a festetlen kiskockdk
szdmdval?

b) Hdny olyan kilonbézé méretd kocka létezik, amelybdl 0,5 és 0,6 kizé esd valdszinidséggel vilaszthatunk ki festetlen
kiskockdt? (A kiskockdk kivdlasztdsdinak valdszindségét vegyik egyenlének.) (11 pont)

Megoldas. a) Legyen a kocka éle x cm (z € ZT). A festetlen kiskockak szédma: (z — 2)3. A pontosan egy festett
lapti kiskockak szémas: 6(z — 2)°.
Tudjuk, hogy
(z—2)°=6(x—2)?°  (2—2)°(x—8)=0.

Az x1 = 2 nem megoldasa a feladatnak. Az x5 = 8 az egyediili megoldas.
A kocka éle 8 cm.
b) Legyen a keresett valoszintség p. Tudjuk, hogy 0,5 < p < 0,6, azaz:

(z —2)°
3

J05-x+2>x> Y06 -x+2,

amibél szazadpontossaggal kapjuk, hogy: 9,69 < x < 12,77.
Tehat az x lehetséges értékei: 10, 11, 12. Vagyis 3-féle megfelels kocka létezik.

0,5 < <06, (zezh).

2. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam esetén
a) az n® —5n® +4n + 1 szam 1-re végzédik;
b) 5|24t 43, (12 pont)

Megoldas. a) Az n® — 5n® + 4n + 1 kifejezés pontosan akkor végzddik 1-re, ha az n® — 5n® 4 4n kifejezés O-ra
végzddik, azaz oszthato 10-zel. Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:

n® =513 +4n = n(n? —5n? +4) =n(n? - 1)(n? —4) =
=nn+1)(n—1)(n+2)(n—2).

A fenti kifejezés 6t egymas uténi természetes szam szorzata, tehét biztosan van a tényezdk kozott 2-vel, illetve 5-tel
oszthato.

Igy a kifejezés minden n természetes szam esetén oszthaté 10-zel.

b) A 2 hatvanyai sorban a kovetkezd szamokra végzédnek: 2, 4, 8, 6, 2, 4, ... stb., vagyis a 4n + 1-edik hatvany
mindig 2-re végzddik, igy a kifejezés utolso szamjegye mindig 5 lesz. Vagyis a kifejezés valoban minden n természetes
szam esetén oszthato 5-tel.

3. Oldjuk meg a kiévetkezd egyenldtlenséget:
log,  5(z% — 9z — 10) < log, , 5 12.

(14 pont)

Megoldas. Meghatarozzuk az egyenl6tlenség értelmezési tartomanyat.

22— 9r—-10>0, (z+1)(x—10)>0, azaz x<-1U10< .
r+3>0, azaz —3<ux.
r+3#1, azaz x# —2.

Tehat z € |—3; —2[U]—2; —1[ U ]10; oo].
Ha z € ]—3; —2], akkor a logaritmus fiiggvény csokkens, ezért:

2?2 =92 —10>12, 22 —-92-22>0, (z+2)(x—11)>0,

vagyis: x € |—o0; —2] U [11; 00[. Tehat ebben az esetben a megoldas: z € |—3; —2].



Ha x € |—2; —1], akkor a logaritmus fiiggvény novekvs, ezért:
22— 9r—10<12, 2?2 -92-22<0, (z+2)(z—11)<0,

vagyis: x € [—2;11]. Tehat ebben az esetben a megoldas: = € |—2; —1].
Ha z € ]10; oo, akkor a logaritmus fiiggvény novekvs, ezért:

x? — 9z — 10 < 12,

vagyis: x € [—2;11]. Tehat ebben az esetben a megoldas: x € |10;11].
Mindent egybevetve a feladat megoldasa: = € |—3; —2[U]—2; —1[U]10; 11].

4. a) Egy novekvd szamtani sorozat elsd, negyedik és tizedik tagja egy mértani sorozat elsd hdrom tagja. A szdmtani
sorozat nyolcadik tagja 10. Hatdarozzuk meg a mértani sorozat elsd tagjdt.

b) A 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl képezzink véletlenszerdien egy csupa kilonbozd szimjegybdl dllé négyjegyd szdmot.
Mennyi a valdszindsége annak, hogy a kapott szam 4-gyel oszthato? (14 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik a szamtani sorozat tagjait a1, ase,...,an-nel. Tudjuk, hogy a4 = a1 + 3d, a10 = a1 + 9d,
ag = a1 + 7d = 10, vagyis a; = 10 — 7d.
A mértani sorozat tulajdonsiga miatt:

a1 +3d a1 +9d 10—4d 10+ 2d
ar a1 +3d’ 10—7d 10—4d’

amibdl kapjuk:
30d? — 30d = 0, 30d(d — 1) = 0.

Az egyenlet gyokei: d; = 0 (ez a feladatnak nem megoldasa, mivel a sorozat névekvg), do = 1.

Vagyis a mértani sorozat elsé tagja: a; = 10 — 7d = 3.

b) A 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl képezhets kiilonbozs szamjegyekbdl allo négyjegy szamok szama: 4! = 24. A néggyel
oszthatd szdmok utolsd két szamjegye, mint kétjegyld szam oszthatd néggyel, igy a széba johets szamok 36, 56 vagy
64-re végzédhetnek. Vagyis a kedvezd esetek szama 6 (mert mindharom esetben a maradék két szamjegy kétféleképpen
irhat6 a szam elejére). A keresett valoszintseg:

6
= — =0,25.
p o )
II. rész

5. Egy derékszogi hdromsziog alakiu saroktelekre téglalap alapteriiletd hazat tervezink gy, hogy annak két oldala
az utcdval pdrhuzamos legyen. A telek két merdleges oldaldinak hossza 50 m és 30 m. Hogyan vdlasszuk meg a hdz
oldalainak hosszdt, ha a lehetd legnagyobb alapteriletd hdzat szeretnénk megtervezni? (16 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Az APQ és QRB haromszogek hasonlosaga miatt fennall a kovetkezd
aranypar:

30—x gy
x 50—y
Rendezve az egyenlGséget:
150 -5z
= 2 )
B
30 —x
R Q
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A maximalis teriiletd téglalapot keressiik:

150 — 5 5
t(r) = xy = 2(150 = 52) 503 ) _ —§x2 +50z.

Keressiik a t(x) masodfoku fiiggvény szélsGértéket.

A fiiggvény zérushelyei: 1 = 0, zo = 30. A mésodfoku fliggvény képének szimmetridja miatt a szélsGérték x = 15-
nél van. Mivel a f6egyiitthatd negativ, ezért itt maximuma, van.

Vagyis a haz oldalainak hossza: z = 15 m, y = 25 m.

6. A derékszogi koordindtarendszer elsd siknegyedébdl az abran ldthato két egyenes eqy 2010 egység teriletd négy-

szaget vdg le.

Y
60 +
40 +

)

Z200] 20 [0 =

a) Hatdrozzuk meg a két egyenes metszéspontjinak koordindtdit.
b) Irjuk fel az egyenesek egyenletét. (16 pont)

Megoldas. Az dbra jeloléseit hasznéljuk. Tudjuk, hogy:

60-02
2

taBc = =30 co,

20 - 20
taop = —y = 200,

topcp = tapc —taop = 30 - ca — 200 =

= 2010.
221
Vagyis: Cy = ?
Y Cleizez) o
60 +
40
D(();YO)
A(=20;0) O 20 B(40:0) T «
. P 1 1 4 . 221 . 161
Mivel ATC egyenl6szara derékszogi haromszog, igy AT = CT, azaz 20 4+ ¢; = 5 Vagyis: ¢; = 3
161 221
A két egyenes metszéspontja: C <?; T)

b) Az AC egyenes egyenlete konnyen felirhato, hiszen a meredeksége 1, az y tengelyt pedig a D(0;20) pontban
metszi: y = z 4+ 20. A BC egyenes egyenlete is felirhato, mert ismerjiik két pontjanak koordinatait. Hasznéaljuk a két
ponton athaladé egyenes egyenletét:

(y—y1)(x2 —21) = (x — 21)(y2 — ¥1)-

Irjuk be az ismert pontok koordinatait:

161 221
y- (%_40) = (@ —40)- ==, 221z — 41y = 8840.



Tehat az egyenesek egyenlete: y = x + 20 és 221z — 41y = 8840.

7. Két szamot vdlasztunk véletlenszerien a [0;1] szdmkdzben. Mi a valdszindsége annak, hogy dsszegik 1-nél, szor-

4
zatuk pedig %—nél kisebb lesz? (16 pont)

Megoldas. Jeloljiik a vizsgalt eseményt A-val. A két véletlenszertien valasztott = és y szamnak a sik egységnégy-
zetének (z;y) koordinataju pontjat feleltetjitk meg.
Az A esemény fennéll, ha az
4
<1l ¢ < —=
r—+vy és xy 2%

egyenlGtlenségek egyidejiileg teljesiilnek. Az ezeknek az egyenlStlenségeknek eleget tevs pontok az egységnégyzet sati-
rozott részére esnek. Ennek a résznek a teriiletét kell kiszamitanunk.
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Meghatarozzuk az x4y = 1 egyenes és az xy = — hiperbola metszéspontjait. Az y = 1 — x helyettesitéssel kapjuk:

25
4 4
:E(l—x):%, x2—x+2—520.

A maésodfoku egyenlet megoldasai: z1 = 0,8, o = 0,2. A megfelel§ ordinatakat visszahelyettesitéssel kapjuk: y; = 0,2,

y2 = 0,8. A bevonalkazott részben a [0;0,2] és a [0,8; 1] intervallumok f6lotti részek egyiittesen 0,2 nagysagu teriiletet
adnak.

1
A [0,2;0,8] intervallumon az y = 0,16 - . hiperbola alatti rész teriiletét kell kiszamitani:

0,8
1
0,16 [ ~dz=0,16-[In |z|];5 = 0,16 - (In0,8 — In0,2) = 0,16 - In4.
‘r )
0,2

Az A esemény szempontjabol kedvezs rész teriilete: t = 0,2 + 0,16 - In4. Az egységnégyzet teriilete: T' = 1, igy az
A esemény valoszintsége:

t
P(A) = 7= 0,2+ 0,16 - In4 ~ 0,42.
Tehat kb. 0,42 a valészintisége annak, hogy a véletlenszertien valasztott szamok eleget tesznek a feltételeknek.

8. Eqy forgdskip és egy henger alaplapja kizds. A kup csicsa a henger fedélapjinak kézéppontja. Hatdrozzuk meg
a kip tengelyének és alkotdjinak hajldsszogét, ha a henger és a kip felszinének aranya 7 : 4. (16 pont)

Megoldas. Készitsiik el a kap tengelymetszetérsl a véazlatrajzot. Az dbra jelolései és a felszinekre vonatkozo
Osszefiiggések alapjan:

Anenger 2r2m + 2rem T
Agap  mmtrma 47
Egyszertsités utdn kapjuk, hogy
2(r+m) 7 1+

=1 amibdl =

r+a 1+

w1~

3o



1
Tudjuk, hogy ctga = m és — = g. Ezeket behelyettesitve és felhasznélva, hogy ctg o = C?S a, a kovetkez6t kapjuk:
r sina 7 sin o
14 see g
1+ 4 8"

sin

Rendezve az egyenletet:
sina + 8cosa =7,

. 8 7
o+ ————=Ccos &

1
— S f— —————1
V12 482 12 + 82 V12 482

amit kozelits értékekkel igy irhatunk:
sin «v cos 82,87° + cos o sin 82,87° = 0,8682.
Alkalmazzuk a sin (e + f3)-ra vonatkozo addicios tételt:
sin (82,87° + o) = sin 60,25°.
Ennek a trigonometrikus egyenletnek a megoldéasa:
a; = —22,62° + kq - 360°, ahol ky € Z;
a9 = 36,88° + ko - 360°, ahol ko € Z.

Innen a feladat egyediili megoldésa: oo = 36,88°.
Vagyis a kap alkotojanak és magassaganak hajlasszoge: 36,88°.

9. A [0;2] intervallumon értelmezett f(z) = 2° + 1 és g(z) = (z + 1) fiigguények grafikonjdat megforgatjuk az
x tengely koril.

a) Szdamitsuk ki az igy kapott forgdstestek alap- és feddlapjinak teriletét.

b) Szdamitsuk ki a két test térfogatdt. (16 pont)

Megoldas. Lerajzoljuk a fiiggvények grafikonjdt, és a megforgatds utan kapott testek sikmetszetét.

Yy Y

91 — 9T —

1 1

0 2 0 2
-9 —— -9 ——

f@)y=2>+1  gx)=(z+1)*

a) A két test alap és fedSlapja is azonos mérett, hiszen f(0) = ¢g(0) = 1, f(2) = ¢g(2) = 9. Vagyis az alaplapok
sugara 1, a fed6lapok sugara 9. Az alaplap teriilete: ¢ = 7, a fed6lap teriilete: T = 81.
b) Hasznaljuk a

V—w/b [f(2)] da



térfogatképletet:

2 2
7 4 2
V1:w/(xB+1)2dx:7r/(x6+2x3+1)d:v:7T{—+2-x—+x] =
0
0

2 2
Vg:w/(x+1)4d:b:w/(x4+4:63+6x2+4x+1)dx=
0 0
3

2 2
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ﬂ-x__|_4.__|_6.x_+4.x__|_a; =7|l—4+4-—+6-—+4- —+2| =~
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