3. Szép sudoku megoldasok

Célunk, hogy N geometriai tulajdonségait felhasznalva leirjuk a szép sudoku megoldasokat.

Definicié. Az © = (v1,72,73,74) és ¥ = (y1,Y2,Ys3,Yy4) N-beli elemek Hamming-tdvolsiga, d(x,y) azon i €
{1,2,3,4} indexek szdma, melyekre x; # y; teljesil.

Az igy mért eltérést azért nevezik tavolsdgnak, mert rendelkezik a geometridbol ismert ,szokasos” tévolsag legfonto-
sabb tulajdonsagaival. Példaul igaz a haromszog-egyenlGtlenség, azaz tetszéleges x, y, z vektorok Hamming-tavolsagara

d(x,y) + d(y,z) = d(x,z).

A Hamming-tavolsagot persze nemcsak 4 hosszi vektorok esetén lehet értelmezni. Errdl részletesen olvashatunk a
lapunk 2007. majusi szAmaban megjelent [2]| cikkben, vagy a [3] konyv 13. fejezetében.

Tétel. Szép megoldds esetén birmely két ugyanazon szamgjegyet tartalmazé mezéhéz tartozd vektor Hamming-
tavolsdga pontosan 3.

Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy két ilyen mezd tavolsaga legalabb 3. Tegyiik fel, hogy két mezSben
ugyanaz a szamjegy all, a mez6k tavolsdga pedig legfeljebb 2. Ez azt jelenti, hogy a két mez8hoz tartozd vektoroknak
van két azonos koordinatajuk. Ez a két koordinata hat kiilonb6z6 parban fordulhat el§. Barmelyik part is adjuk meg,
az egyértelmien meghataroz egy sort (x1 és x2), vagy oszlopot (x5 és x4), vagy tOrott sort (zo és x3), vagy torott
oszlopot (x1 és x4), vagy kis négyzetet (x1 és x3), vagy poziciot (xz2 és x4). Vagyis az egyezés ellentmond a szép

Nézziink most 9 olyan mez6t, melyekben ugyanaz a szamjegy all. A mezGknek megfelels 9 vektorbol 9 x 8 = 72
rendezett par készithets. Ezek paronkénti tavolsidgainak Osszege az el6z6ek szerint legalabb 72 x 3 = 216.

Ez a tavolsagosszeg az egyes koordinatédkban fellépd eltérések Osszegébsl adodik. Vizsgaljuk meg a vektorok elsd
koordinétait. Legyen az els6 koordinatak kozt ey darab 0, e; darab 1 és e; darab 2. Ekkor ey 4+ €1 + e2 = 9, tovabba
az els6 koordinatak hozzajarulasa a tavolsagosszeghez:

60(61 + 62) + 61(60 + 62) + 62(60 + 61) = 60(9 — 60) + 61(9 - 61) + 62(9 — 62) =
=9-(eo+e1+ea) — (ef+ef +e3) =81 — (e +ef +e3).

Viszont a szamtani és a négyzetes kozép kozti egyenlGtlenség szerint

(1) \/eg+ej+€%zeo+?+e2=3,

azaz

et el 4+ e3> 27

Tehat az els6 koordinatak eltéréseinek Osszege legfeljebb 81 — 27 = 54. Ugyanezeket az egyenlGtlenségeket nyilvan
felirhatjuk a masodik, harmadik és negyedik koordinatakra is. Vagyis a tavolsdgok Osszege legfeljebb 4 x 54 = 216.
Ez csak ugy lehet, ha a tavolsagdsszeg pontosan 216, azaz barmely két vektor tavolsaga éppen 3. [

Nevezziik j6 halmaznak az N olyan 9 elemi részhalmazait, melyekben barmely két elem Hamming-tavolsaga pon-
tosan 3.

Kovetkezmény. Bdrmely jo halmaz 9 vektora kézt minden t =1,2,3,4 és j = 0, 1,2 esetén pontosan 3 olyan van,
melynek az i-edik koordindtdja j.

Bizonyitas. J6 halmaz esetén az el6z6 tétel bizonyitasdban szerepls (1) egyenlStlenségben egyenl@ség all, ezért
ep = e1 = eg = 3. Tovabb4, az ennek megfelels, a tobbi koordinatara vonatkozo egyenlStlenségekben is egyenlGségnek
kell teljesiilnie, vagyis a 9 vektor minden koordinatajaban 3-3 darab 0, 1 és 2 fordul el6. O

Feladat. Mutassuk meg, hogy legfeljebb 9 N -beli vektor adhaté meg 1igy, hogy kézilik birmely ketté Hamming-
tavolsdga legalabd 3.

A tovabbiakban célunk a jo halmazok leirasa.
Tétel. C pontosan akkor jo halmaz, ha birmely x-re C + x is jo halmaz.

Bizonyitas. Barmely x, y, z vektorok esetén

d(y,=z) = d(y + %,z +x)

LA cikk elkészitését az NK 67867 és a K 81310 szamt OTKA pélyazat tamogatta.



amibdl azonnal adodik az allitas. O

Tétellinkb&l kovetkezik, hogy minden j6 halmaznak van olyan eltoltja, amely tartalmazza a 0 vektort. Tehat a
tovabbiakban elegendé az ilyen tulajdonsagi jo halmazokat vizsgalnunk.

Tétel. Ha egy jo halmazban benne vannak az egymdstdl kilonbozd x és y vektorok, akkor a 2(x+ y) vektor is benne
van.

Bizonyitas. Mivel modulo 3 szamolunk, azért
x+y+2x+y)=0.

Tudjuk, hogy d(x,y) = 3. Tehat x és y pontosan egy koordinataban egyezik meg. Feltehetjiik, hogy 21 = y1 = a.
A j6 halmazban még pontosan egy olyan z vektor van, melyre z; = a teljesil. Mivel d(x,z) = d(y,z) = 3, azért
1= 2,3,4 esetén az x, y és z vektorok i-edik koordinatai paronként kiilonbozéek, azaz {x;,y;,z;} = {0,1,2}. Ezért
zi+y;+2,=04+142=0.Smivel zy +y1 + 21 =a+a+a =0, azért x +y + z = 0, tehat

z=—(x+y)=2(x+y). O

Tétel. Ha a C jo halmazban benne van 0, valamint a linedrisan fiiggetlen a és b vektorok, akkor C egy sik, ponto-

sabban
C =3S8apb,0-

Bizonyitas. Az el6z6 tételt x =a ésy = b, x =0 és y = a valamint x = 0 és y = b esetén alkalmazva kapjuk,
hogy C tartalmazza a 2(a+b), 2a és 2b vektorokat. Mivel a és b linearisan fliggetlenek, ezért a # 2b # 2a # b. Tehat
az el6z6 tételt alkalmazhatjuk x = a és y = 2b, x = b és y = 2a valamint x = 2a és y = 2b véalasztassal is. Ezekb6l
kapjuk, hogy C tartalmazza a 2(a + 2b) = 2a + b, a 2(b + 2a) = 2b + a és a 2(2a + 2b) = a + b vektorokat is. [

Ezek utan mar meg tudjuk adni az 6sszes j6 halmazt.

Tétel. Legyenek a és b linedrisan fiiggetlen vektorok. Ha teljesil, hogy d(0, a) = d(0, b) = d(a, b) = 3, akkor Sa b0
jo halmaz.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy Sa b0 barmely két kiilonb6z6 elemének Hamming-tavolsdga pontosan 3.
Mivel d(x,y) = d(x — y,0), azért elég azt megmutatnunk, hogy Sap,o minden 0-t6l kiilonbozs elemének pontosan
3 nemnulla koordinatéja van.

Legyen a = (a1, ag, as,aq) és b = (b1, ba, b3, by). Mivel d(0,a) = d(0,b) = 3, ezért a-nak is és b-nek is pontosan egy
koordinataja 0. Feltehetjiik, hogy a; = 0. Ekkor by # 0, mert ha b; = 0 lenne, akkor d(a,b) = 3 miatt i = 2, 3,4 esetén
a; # b; lenne, s mivel ezen koordinatak egyike sem 0, azért {a;, b;} = {1,2} is teljesiilne. Ekkor viszont a + b = 0,
azaz b = 2a lenne, ami ellentmond a feltételeinknek.

Tehat by # 0. Feltehetjiik, hogy b egyetlen 0 koordinataja bs. Mivel d(a,b) = 3 és a1 # by valamint as # be, azért
az (ag, bs) és (aq, by) parok koziil az egyik két egyezs, a masik pedig két kiilonboz6 koordinatabol 4ll. Tovabba tudjuk,
hogy ezen koordinatak egyike sem 0. Ezért feltehets, hogy as = bs és {aq,bs} = {1,2}, azaz by = 2a4. Ekkor minden
¢ € Sab,0 esetén

¢ = aa+ b = (aay + by, aay + by, aas + Bbz, aas + Bby) =
= (Bbla aag, (Oé + ﬁ)a37 (CY + 26)0/4)
Megmutatjuk, hogy c-nek pontosan egy koordinataja 0. Ha oo = 0, akkor 8 # 0. Tehat ekkor csak co = 0. Ugyanigy
kapjuk, hogy 8 = 0 esetén csak ¢; = 0. Ha a # 0 és 8 # 0, akkor ¢; # 0 és co # 0 nyilvan teljesiil. Ha tovabba a = 3,

akkor
cs = (a+ faz = 2aas # 0,

mert az # 0. Viszont ¢4 = (o + 28)as = 3aas = 0. Ha pedig o # 3, akkor 8 = 2q, tehat ¢3 = (a + B)as = 3aas = 0,
viszont ¢4 = (o + 28)as = aag 0. O

Kovetkezmény. A 0 vektort tartalmazo jo halmazok pontosan azok az Sq. b0 sitkok, melyekre teljesil, hogy d(0, a) =
d(0,b) = d(a,b) = 3.

Tétel. A 0 vektort tartalmazo jo halmazok szama 8.

Bizonyitas. A jo halmaz pontosan 3 olyan vektort tartalmaz, melyek els6 koordinataja 0, ezek egyike a 0. A mésik
két ilyen vektor masodik koordinatai 0-tol is és egymastol is kiilonboznek, ezért egyikiik masodik koordinataja 1. Legyen
ez a vektor a. Ugyanigy kapjuk, hogy van a halmazban egy olyan b vektor, melyre b; = 1 és by = 0. Tehat

a—= (0,1,@3,&4) és b= (1,0,b3,b4),



ahol d(a,b) = 3 és a1 # by valamint as # by miatt az (as,bs) és (aq,bs) parok koziil az egyik két egyezs, a méasik
pedig két kiilonbozs, nemnulla koordinatabol all. Ezért az (as, as) part 2 - 2 = 4-féleképp valaszthatjuk. Ezutéan bs-at
2-feleképp valaszthatjuk, s ez mar by-et is meghatarozza. O

Feladatok. Mutassuk meg, hogy a 0 vektort tartalmazo 8 j0 halmaz kézil birmelyiket is valasztjuk ki, a maradék
7 halmaz kézt pontosan 4 olyan van, amelyik az elsének vdlasztott halmazunkat egyenesben metszi.

Mutassuk meg, hogy a 0 vektort tartalmazo 8 jo halmaz kézil nem lehet kivdlasztani 3 halmazt igy, hogy kozilik
barmelyik 2 metszete egyenes legyen.

Barmely szép sudoku megoldas esetén az azonos szamjegyet tartalmazo mezSknek megfelels vektorok egy-egy jo
halmazt alkotnak. Tehat a szép megoldas nem mas, mint az N négydimenziés tér 81 vektoranak beosztasa 9 darab
paronként diszjunkt j6 halmazba. Jelolje i = 1,2,...,9 esetén S; azt a j6 halmazt, amelyet az i szamjegyet tartalmazo
mez6knek megfelel6 vektorok alkotnak. Lattuk, hogy S; minden i-re egy-egy sik. Jelolje S; az S;-nek azt az eltoltjat,
amely tartalmazza a 0 vektort.

A legegyszertibben tugy kapunk szép megoldast, ha mindegyik S; halmaz ugyanannak a j6 halmaznak az eltoltja,
azaz az S, halmazok megegyeznek. El6szor vizsgljuk meg, hogy két eltolt mikor metszi egymast.

Tétel. Legyen C a 0 vektort tartalmazd jo halmaz. Ekkor a C+ x és C+ y jo halmazok x— y € C esetén egybeesnek,
x— y ¢ C esetén pedig nincs kozds elemniik.

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy ha a két halmaznak van k6zos eleme, akkor x —y € C és a két halmaz
megegyezik. Tegyiik fel, hogy
ze(C+x)N({C+Yy).

Ekkor vannak olyan C-beli c1, co vektorok, melyekre z = x +¢; =y + ¢, azaz x —y = cg — c; = cg + 2¢;. Vagyis
x —y C-beli vektor. Mivel C sik, azért ebbdl kovetkezik, hogy C + (x —y) = C, tehat
C+y=(0C+x-y)+y=C+(x—y+y)=C+x,

ami épp a bizonyitandé allitas. [

Adott C, a 0-t tartalmazé jo halmaz esetén az a 9 vektor melyekkel eltoljuk, lehet pl. («, 3,0,0), ahol o, 8 = 0,1, 2.
(Ezek éppen az 5. dbrdn lathato sik pontjai.) Ezek koziil barmelyik két kiilonb6z6 vektor kiilonbségének legfeljebb
2 darab nemnulla koordinatéja van, ezért a kiilonbségvektor nem lehet benne semelyik, a 0 vektort tartalmazo jo
halmazban sem. Mivel 6sszesen 8-féleképp valaszthatjuk C-t, azért ilyen médon 8 szép megoldast kapunk.

Y =2X+2 F(1'2) Y =X
C(052) J(2;2)
Y= X 42 Y =2X +1
B(0;1) (OIEPEN H(2;1)
A(0;0) D(1;0) G(2;0)
Y =X+1 Y =2X
5. dbra

Nézziik most azokat a szép megoldasokat, melyekben a kiilonb6z8 szdmokhoz tartozo6 jo halmazok nem ugyanannak
a siknak az eltoltjai, azaz az S; halmazok kozt van legalabb két kiilonboz6. Ha S # Sy, akkor metszetiik vagy egy
pont (ami épp a 0), vagy egy egyenes. Az elsG esetben az affin tér tulajdonsagai miatt azonban S; N Sy is egy pont
lenne, vagyis a két sik nem lenne diszjunkt. Tehat S;- NS, egy egyenes. Viszont a 0 vektort tartalmazé jo halmazokat
leir6 tétel utani feladat szerint ezek koziil a halmazok koziil nem valaszthato ki 3 agy, hogy barmelyik kett6 metszete
egyenes legyen. Vagyis ebben az esetben az S1, Sy, ..., So sikok két kiilonboz6 jo halmaz, S; és Sy, eltoltjai. Az S;
és S, sikok meghataroznak egy ket tartalmazo Ho hipersikot. Ez a hipersik és két eltoltja, Hi és Ho lefedi N-et.
Tovabba S; és S;, minden eltoltja teljes egészében benne van valamelyik H;-ben, mert tetsz6leges D, £ halmazokra és
x vektorra nyilvan igaz, hogy ha D C &, akkor (D + x) C (€ + x). Ezért a H,; halmazok barmelyike csak ugyanannak
a j6 halmaznak az eltoltjait tartalmazhatja.

A szamolasi feladatainkbol kdvetkezik, hogy a 0-t tartalmazo 8 jo halmaz barmelyikéhez 4 masikat tudunk vélasztani
gy, hogy metszetiik egy egyenes legyen. Igy tehat 6sszesen 8-4 = 32 rendezett (S’ j»8')) part valaszthatunk ki. Minden
péar esetén feltehetjiik, hogy az elsé tag eltoltjai egy, a masodiké pedig két H; tipusd hipersikot fednek le. Ezért minden



parhoz 3-3 megoldas tartozik, mert a #,; hipersikok koziil ki kell valasztanunk azt az egyet, melyet a par elsé tagjanak
eltoltjaival fediink le. Tehat ezekbdl a szép megoldasokbdl 32 - 3 = 96 kiilonboz6 van.

Vagyis a szép sudoku megoldasok szama 8 + 96 = 104. Ez nagysagrendekkel kevesebb, mint az Osszes megoldas
szama, ami 5 472 730 538. S ez a szam is nagysdgrendekkel kisebb, mint a 9 x 9-es latin négyzeteknek a cikk elején
emlitett szama.

Végiil még két feladatot adunk.

Feladat. Téltsik ki a 6. abran ldthato sudoku tablat gy, hogy szép megolddst kapjunk.
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6. dbra

Feladat. Mutassuk meg, hogy a pdaronként ortogondlis sudoku megolddsok szdma legfeljebd 6.

Hat darab paronként ortogonalis sudoku megoldas létezik is, pl. a 7. dbrdn lathatok (a kis téglalapok azonos
pozicidiban 1év6 szamok alkotnak egy-egy megoldast).
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7. dbra
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