I. rész

1. Hatdrozzuk meg o kivetkezd kifejezések pontos értékét szdmoldgép nélkiil:
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b) Felhasznaljuk a kovetkezdket: tg 15° = peweyh 2sin 15° - cos 15° = sin 30°. Ekkor az atalakitasok:
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Osszevonas utan kapjuk: —3 +1+3= 3
2. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdimpdrok halmazdn:
22 = 3zy+4+x(x—3y) =2,
20 —y = 3.
(12 pont)

Megoldas. Az els6 egyenlet /22 — 3zy +4 + (:E2 —3zy +4) — 6 = 0 alakban is irhat6. Ha bevezetjik a
Va2 —3zy+4 = a > 0 Gj ismeretlent, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk: a? + a — 6 = 0. Ennek megoldasai:
a1 = —3, ap = 2, de tudjuk, hogy az a negativ nem lehet. Vagyis: \/22 — 3zy + 4 = 2, amib6l 22 — 3zy + 4 = 4, azaz
x? — 3xy = 0.

A masodik egyenletbsl y = 22 — 3. Ezt behelyettesitve az el6bb kapott egyenletbe: 2% — 32(2x — 3) = 0. Ennek
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megoldasai: 1 =0, 3 = 3
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Visszahelyettesitéssel kapjuk az egyenletrendszer megoldéasait: x1 = 0, y; = —3 vagy x2 = o Y2=-
3. Adott az
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egyenletid kor. Az abszcissza tengelyen pontosan egy olyan pont van, melybdl a korhéz hiuzott érinték 60°-os szdget
zdrnak be egymdssal.
a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét.
b) Mekkora szdget zdrnak be egymdssal a kor origdbdl hizott érintdi az a = 12 paraméter esetén? (14 pont)

Megoldas. a) A megadott kor egyenlete atirhato (z — 3)° + (y — 2)° = 13 — a alakba. Hasznaljuk a mellékelt
vdzlatrajz jeloléseit.
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tehdt K P = 2r. A lehetséges P pontok egy K kdzépponti 2r sugart koron helyezkednek el. Ennek egyenlete: (z — 3)%+

(y—2)> =4(13 — a).

Ha az = tengelynek egy kozos pontja van ezzel a korrel, akkor e kor kézéppontjanak masodik koordinataja egyenls
a kor sugaraval: 2 = 24/13 — a. Ebbédl kapjuk, hogy a = 12.
b) Az a = 12 paraméter esetén a kor egyenlete: (z — 3)° + (y — 2)> = 1.
Legyen a keresett szog 2a. Ekkor
I 1 1
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Vagyis az origobol hizott érint6k hajlasszoge kb. 32,2°.

sina = ebbsl o =~ 16,1°.

4. Hdrom pozitiv szdm egy mértani sorozat hdrom szomszédos eleme. Ha a mdsodikhoz hozzdadunk kettdt, egy
szdmtani sorozat hdrom egymds utani elemét kapjuk. Ha az igy kapott sorozat elsd elemét 16-tal néveljik, ismét egy
Ujabb, mértani sorozat hdarom szomszédos elemét kapjuk. Melyik az eredeti hdarom szam? (14 pont)

Megoldas. Legyenek a szamtani sorozat megfelel elemei: a — d, a, a + d.
Az els6 mértani sorozat elemei: a — d, a — 2, a + d. Vagyis: (a — 2)* = (a — d)(a + d).
A masodik mértani sorozat elemei: a — d + 16, a, a + d. Vagyis:

a®> = (a+d)(a — d+ 16).

Az els6 egyenlet d® + 4 = 4a, a masodik egyenlet pedig d*> — 16a — 16d = 0 alakban irhat6. Az igy kapott két
egyenletbdl d-re a kovetkezot kapjuk: 3d* + 16d + 16 = 0. Ennek megoldasai: d; = —4, dy = —3 Ad= —g—dal az

eredeti sorozatnak lesz negativ eleme is, igy nem felel meg a feladat feltételeinek.
A d=—4esetén a =5.
Vagyis az eredeti mértani sorozat harom szomszédos eleme: 9; 3; 1.

II. rész

5. Két egyenes ut A pontban, derékszogben metszi eqymdst. Az utkeresztezddéstdl 70 km tdvolsdagban az egyik iton,
10 km tavolsdagban a mdsik iton étterem van. A két étterembdl eqyszerre indul el egy-egy tdrsasdg A felé. A tavolabbrol
jovdk oranként 4 km-t, a kozelebbrdl jovdk ordnként 3 km-t tesznek meg.

a) Hdny dra milva lesznek egymdshoz a legkizelebb, és mekkora a koztik lévd legkisebb tdvolsig?

b) Indulds utdn hdny drdval lesz a kiztik lévd tdvolsdg 50 km? (16 pont)

Megoldas. a) Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Az egyik étterem a B, a masik a C pontban van. Jeloljiik x-szel, hogy
az indulas utdn hany é6ra milva lesznek egymashoz a legkdzelebb.
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Ekkor TA = |70 — 4|, AP = |10 — 3x|. Az APT haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
TP? = (70 — 4z)* + (10 — 3z)°.

Keressiikk TP minimumaét:

TP = \/(70 —4x)% + (10 — 32)* =
= /4900 — 560z + 1622 + 100 — 60z + 922 =
= /2522 — 6202 + 5000 .

A gyokjel alatti kifejezés minimumaéanak helye megegyezik a feladat megoldaséval. Valéban minimuma lesz, hisz a
masodfoku tag egyiitthatoja pozitiv. Atalakitva:

\/(590 —62)% +1156.
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Ennek minimum helye: x = —. Tehat 12,4 6ra mulva lesznek a legkozelebb.

Ekkor a koztiik 1év6 tavolsag:

TP = \/(70 —42)° + (10 — 3z)* = 34.

Vagyis a keresett tavolsag: 34 km.

b) A feladat szovege szerint: (70 — 4z)% + (10 — 3z)* = 2500. Az egyenletnek két megoldasa van: z1 ~ 19,7 (6ra),
x9 & 5,07 (6ra).

Mindkét érték megfelel a feladat feltételeinek.

6. Egy dobokockdval hdromszor dobunk.
a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a dobott szdmok szorzata primszdm?
b) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy a dobott szdmok szorzata négyzetszam? (16 pont)

Megoldas. Az Gsszes lehetdségek szama: 6% = 216.

a) A harom kivett szam szorzata csak ugy lehet prim, hogy ha 2 db 1-est és 1 db primszamot vettiink ki az urnabol:
1,1, 2, vagy 1, 1, 3, vagy 1, 1, 5. Mindharom eset haromféleképpen fordul elg, igy a kedvezs esetek szama 9. A keresett
valosziniiség: p = 216 ~ 0,04167.

b) A harom kivett szam szorzata csak akkor lesz négyzetszam, ha a kovetkezs szamokat huzzuk ki: 1, 1, 1, vagy

47 47 47 Vagy ]'7 ]'7 47 Vagy ]'7 27 27 Vagy ]'7 37 37 Vagy ]'7 47 47 Vagy ]'7 57 57 Vagy ]'7 67 67 Vagy 27 27 47 Vagy 37 37 47 Vagy
5,5, 4, vagy 6, 6, 4, illetve 2, 3, 6.
Az els6 két eset egy-egyféleképpen valosulhat meg, az utolsd eset hatszor adodik, a t6bbi pedig haromféleképpen
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lehetséges. A kedvez esetek szama: 1+1+6+3-10=238, P = 216 ~ 0,1759.

7. Egy 10 cm sugard egyenes henger alaki edénybe vizet ontink. Ezutdan belehelyeziink egy olyan négyzet alapi
egyenes guldt, amelynek minden éle 12 cm. A gila lesiillyed a viz fenekére, alapnégyzete a henger alapkdrére illeszkedik,
és a gila csicsa 3 cm magasan kidll a vizbdl. Mennyit emelkedik a vizszint? (16 pont)

Megoldas. A vizszint annyival emelkedik, amennyi a vizben levé csonkagula térfogataval megegyezd, 10 cm sugard
henger magassaga. Az dbra jeloléseit hasznalva: az eredeti gila M magassagat az ETC derékszogli haromszogbdl
Pitagorasz-tétel segitségével kapjuk:

CT:%ﬁz&/ﬁ.




M? =122 - (6\/5)2 =72, igy M = V72 = 6v2. A csonkagila magassaga: m = 6v/2 — 3. A csonkagila feds- és
alapnégyzetének hasonlosagi aranya: 3 : 6v/2, igy
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A csonkagula térfogata: V = (2\/5 — 1) (162 + 36\/5) ~ 389,29 cm. Egy 10 cm sugart, h magassagu henger térfogata:
10% - 7 - h = 389,29, amibél h = 1,24 cm.

Vagyis a vizszint kb. 1,24 cm-t emelkedik.

8. A sin®z +sinz 4+ 2™ — 4 = 0 egyenletben hatdrozzuk meg az m paraméter értékét gy, hogy az egyenletnek a

[—g; g} intervallumban pontosan egy gydke legyen. (16 pont)

Megoldas. Akkor van valos gyoke az egyenletnek, ha a diszkrimindnsa nem negativ, vagyis 17 — 4 - 2™ > 0,
17
m < log, T =~ 2,04.

A sin z-re masodfoku egyenlet gyokei:

. —1+17—4.2m
(1) sinz = 5 ,
. —1—+17—4.2m
(2) sinz = 5 .

A szinuszfiiggvény névekve a [—g; g} intervallumon, és —1 < sinz < 1, ezért (1)-bél
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—14+/17—-4.2m
< + ; <1, —1<V17—4-2m <3,
vagyis a bal oldali egyenlStlenség minden megengedett m < 2,04-re teljesiil, a jobb oldal 1 < m-re igaz. Igy az (1)
1 <m < 2,04 esetén esik a [—g; g} intervallumba, a (2) 2 < m < 2,04 esetén. Pontosan egy gyok 1 < m < 2 esetén
esik az adott intervallumba. Pontosan egy gyok van akkor is, ha m = 2,04.

9. Hatdrozzuk meg az y = x° + 4, y = —3x + 4, y = 2° egyenletd gorbék grafikonja dltal hatdrolt véges terilet

nagysdgdt. Ezt a sikidomot forgassuk meg az x tengely koril. Mekkora az igy kapott forgdstest térfogata? (16 pont)




Megoldas. Készitiink vdzlatrajzot. Az Mi(1;1), M2(2;8), M3(0;4) meghatéarozasa utan felirhato:
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