1. Latin négyzetek

n-edrendd latin négyzetnek olyan n X n-es tablazatot nevezlink, amelynek mez&it ugy toltjik ki az 1,2,...,n
szamokkal, hogy minden sorban és minden oszlopban mindegyik szam pontosan egyszer szerepel. A jol kitoltott sudoku
tabla tehat egy 9 x 9-es latin négyzet. Ha semmi egyéb feltételt nem tamasztunk, akkor egyszertien tudunk barmekkora
latin négyzetet késziteni: az els6 sorba beirjuk 1-t6] n-ig névekvd sorrendben a szamokat, majd a kovetkezs sorokat ugy
készitjiik, hogy az el6z6 sort mindig ciklikusan eggyel balra léptetjiik. Ilyen 6 x 6-os latin négyzet lathat6 az 1. dbrdn.
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1. dbra

Napjainkban elsGsorban a statisztikusok hasznalnak latin négyzeteket mintavételekhez. Ha példaul egy varos 4 kii-
16nb6z6 négyéviolyamos gimnaziumaba jard didkjainak tudasat szeretnénk 4 tantargybol felmérni gy, hogy ne kelljen
minden didknak minden targybol megirnia a dolgozatot, de az eredmény reprezentilja az iskolak és az egyes évfolya-
mokra jar6 tanulok tudasat is, akkor a kovetkezGképpen jarhatunk el: az iskolakat megszamozzuk 1-t6l 4-ig és minden
iskola minden évfolyamarol kivalasztunk egy-egy tanuldt. Készitiink egy 4 x 4-es latin négyzetet, melynek sorai az
évfolyamoknak, oszlopai pedig a négy tantargynak felelnek meg. Ha az i-edik sor j-edik oszlopaban a k szamjegy all,
akkor a k-adik iskola i-edik évfolyamos tanuléja a j-nek megfelels tantargybol ir dolgozatot.

Az els6 természetesen adodo kérdés a latin négyzetekkel kapcesolatban az, hogy adott n esetén hany kiilénbozé latin
négyzet létezik. A tovabbiakban ha a latin négyzetek szamarol beszéliink, akkor mindig feltessziik, hogy az elsé sorban
az 1,2,...,n szamok novekvs sorrendben szerepelnek. Ez nem befolyésolja a négyzetek tulajdonsagait, hiszen csak a
jelolés megvalasztasat jelenti.

Konnyt belatni, hogy 2 x 2-es latin négyzetbol egy, 3 x 3-asbol pedig kettd van (ez utobbi abbol kovetkezik, hogy
a masodik sor els6 eleme 2 vagy 3 lehet, s ennek a megadésa utin méar egyértelmtien meghatarozhato a tébbi elem).
A két 3 x 3-as négyzet:
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2. dbra

Az n névekedésével nagyon gyorsan né a latin négyzetek szama.

négyzetek szama
24
1344
9408 x 120
16 927 968 x 6!
535 281 401 856 x 7!
377 597 570 964 258 816 x 8!

O 0O O3

A pontos szamot csak n < 15 esetén ismerjiik. Ha n = 15, akkor ez nagysagrendileg 10%¢. M. Hall egy tétele also
becslést ad, eszerint az n X n-es latin négyzetek szama legalabb 2!-3!..... (n — 1)!.

A latin négyzetekhez kapcsolodd elss, irasban emlitett feladat 1723-bol szarmazik: helyezziik el a francia kartya 16
kiilonboz6 figurajat egy 4 x 4-es tablazatba gy, hogy minden sorban is és oszlopban is minden szin és minden figura
pontosan egyszer forduljon el6. Nem sokkal késébb, 1779-ben kapta Euler a koévetkezs feladatot II. Katalin carnétél:
a cari seregben 6 kiilonboz6 tiszti rendfokozat van. Kivalasztunk 6 kiilonb6z6 ezred tisztjei koziil 36-ot ugy, hogy az
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azonos ezredbeliek kozt ne legyenek azonos ranguak. Fel lehet-e sorakoztatni a tiszteket egy 6 x 6-os alakzatban ugy,
hogy minden sorban és minden oszlopban minden rangbél és minden ezredbdl pontosan egy szerepeljen koziiliik? Euler
sejtette, hogy a feladat nem oldhaté meg, bizonyitani azonban nem tudta. Ezt csak 1900-ban sikeriilt G. Tarrynak
belatnia.

Ezekben a feladatokban olyan latin négyzeteket kell konstrudlnunk, melyeknek még extra tulajdonsagai is vannak.
Ha L latin négyzet, akkor jeldlje L; ; az i-edik soranak j-edik elemét. Két n-edrendd latin négyzet, L' és L? ortogondlis,
ha az (L} ;, L7 ;) parok 1 <i,j < n esetén az 1,2,...,n szamokbol képezhetd Ssszes rendezett part pontosan egyszer
allitjak els. Példaul a 2. dbrdn szereplé harmadrendd latin négyzetek ortogonélisak. Szemléletesen ha a két latin
négyzetben szerepls szamokat egy négyzetbe irjuk, akkor minden mezében kiilénbozé rendezett parokat kapunk. Az
eddigi feladatokat pedig ugy fogalmazhatjuk meg, hogy adjunk meg kiilonb6z6 méretd (4 x 4-est a kartyaknal, illetve
6 x 6-ost a tiszteknél) ortogondlis latin négyzetparokat.

Az n-edrend latin négyzetek egy {L', L?, ..., L¥} halmaza ortogonalis rendszert alkot, ha koziiliik barmely kettd
ortogonalis. Ismert, hogy ha n > 2 és n # 6, akkor van n-edrendd ortogonalis latin négyzetpar. (Ennek bizonyitasa
megtalalhato a [2] konyv 12. fejezetében.) Az ortogonalis rendszer mérete viszont nem lehet tal nagy.

Tétel. Az n-edrendi latin négyzetek birmely ortogondlis rendszere legfeljebb n — 1 elem.

Bizonyitas. Legyen {L', L2 ..., L*} ortogonalis rendszer. Feltehets, hogy minden négyzet elsé soraban névekvé
sorrendben szerepelnek az 1,2,...,n szamok. Nézziik a négyzetek méasodik soranak els6 elemét. Ez egyik négyzetben
sem lehet 1, és barmelyik kett6ben egymadstol kiilonboz kell, hogy legyen. Ha ugyanis i # j esetén Lj; = Léﬁl =m

teljesiilne, akkor in,m = L{)m = m miatt L’ és L7 nem lenne ortogonélis, mert az azonos szamokat tartalmazo parok
az els6 sorban szerepelnek. Vagyis ebbe a mez6be legfeljebb n — 1 kiilénb6z6 szamot irhatunk. O

Ha létezik n — 1 elemi ilyen halmaz gy, hogy barmely kett6 ortogonalis, akkor a latin négyzetek teljes ortogondlis
rendszerérdl beszéliink. Ha n primszam, akkor egyszertien készithetiink teljes ortogonalis rendszert.

Legyen m = 1,2,...,n — 1 esetén a;"; az m(i — 1) + (j — 1) szdm n-nel val6 maradékos osztdsanél kapott maradék
(azaz m(i — 1)+ (j — 1) értéke modulo n) és legyen L;"; = a;"; +1. (Ha n = 3, akkor a 2. dbra bal oldali latin négyzete
L', a jobb oldali pedig L?.) Kénnyii belatni, hogy L™ minden m-re latin négyzet és az igy készitett n — 1 latin négyzet
koziil barmely kettS ortogonalis.

Hasonlé moédon készithets teljes ortogondlis rendszer minden primhatvany esetén. Ezek a konstrukciok a véges
sikok létezésén alapulnak, leirdsuk megtalalhato pl. a [4] konyv 1. fejezetében. Ha tehat n primhatvany, akkor létezik
latin négyzetek teljes ortogonalis rendszere. Mas esetekben a probléma nyitott, kivéve az n = 6 és n = 10 esetét. Ha
n = 6, akkor Tarry emlitett eredménye szerint mér két ortogonalis latin négyzet sem létezik. Ha n = 10, akkor létezik
ortogondlis latin négyzetpar, de teljes ortogonalis rendszer nem. Ez szintén véges sikokra vonatkoz6 eredményekbdl
kovetkezik [4].

2. A sudoku tabla és a négydimenzios véges affin tér

A kitoltott sudoku tabla egy olyan 9 x 9-es latin négyzet, melynek még az a tulajdonsaga is megvan, hogy ha
3 x 3-as kis négyzetekre osztjuk, akkor minden kis négyzetben is pontosan egyszer fordul el§ 1-t6l 9-ig minden szam.
A 3. dbrdn lathato sudoku tablanak tovabbi érdekes tulajdonsagai is vannak.
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3. abra

Nevezziik nagy sornak, illetve nagy oszlopnak az dbran vastag vonallal hatarolt 3-3 sort, illetve oszlopot tartalmazo
részeket. Igy 3-3 nagy sor és nagy oszlop van, barmely nagy sor és nagy oszlop metszete egy kis négyzet. Minden kis
négyzet 3-3 kis sort, illetve kis oszlopot tartalmaz, melyeket fentrél lefelé, illetve jobbrol balra megszamozunk. Nevezziik
tordtt oszlopnak valamely nagy sorban 1évé 3 kis négyzet ugyanannyiadik kis oszlopait, térétt sornak valamely nagy
oszlopban 1évé 3 kis négyzet ugyanannyiadik kis sorait, pozicionek pedig a 9 kis négyzet mindegyikében egy rogzitett
sorszamu kis sor és egy rogzitett sorszamu kis oszlop metszetét. A torott sorok, torott oszlopok és poziciok tehét



9-9 mezG6t tartalmaznak. A 8. dbrdn lathaté sudoku megoldasra az is igaz, hogy 1-t6l 9-ig minden szdm pontosan
egyszer fordul el minden t6rétt sorban, torétt oszlopban és pozicidban. Az ilyen kitoltést szép megolddsnak nevezziik.
A tovabbiakban célunk az Gsszes szép megoldas megadasa.

Ehhez el6szor koordinatakkal latjuk el a sudoku tabla mez6it. Szdmozzuk meg 0, 1, 2-vel a nagy sorokat, az egyes
nagy sorokon beliil a sorokat, a nagy oszlopokat és az egyes nagy oszlopokon beliil az oszlopokat a 4. dbrdn lathato
modon fentrdl lefelé, illetve balrol jobbra.

0/1/2]0(1]{2]0/1,2
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0
24 1
2

4. dbra

Ekkor minden mez6hoz egy-egy 4 hosszi, a 0, 1, 2 szamjegyeket tartalmazo szamnégyest rendelhetiink. Az elsé
szamjegy legyen a mezG6t tartalmazoé nagy sorhoz, a masodik a sorhoz, a harmadik a nagy oszlophoz, a negyedik pedig
az oszlophoz rendelt szam. (A 4. dbrdn megjelolt mez6hoz tehat az (1,2,0, 1) szamnégyest rendeljiik.) Igy a 81 mezét
megfeleltetjiikk a 81 db 4 hosszt 0-1-2 szamokbol all6 szamnégyesnek. A tovabbiakban ezeket a szamnégyeseket (a li-
nearis algebraban megszokott modon) vektoroknak nevezziik, és leirasukra az x = (21, 2, x5, 24) jelolést hasznaljuk.
Specialisan 0= (0,0,0,0).

Ertelmezziik két vektor Osszegét és egy vektor egész szamszorosat gy, ahogy az elemi geometridban a szokasos
vektorok esetén megszoktuk, azaz legyen x = (21,22, x3,24) €8y = (Y1, Y2, Y3, Y4) €setén

Xx+y= (21 +y1, 22+ y2,23+ Y3, s+ ya),

valamint tetszGleges a egész szam esetén ax = (ax1, s, ars, ary). Az Osszeadast és a szorzast persze modulo 3
végezzilk, azaz az egész szdmok helyett csak azok harmas maradékat tekintjiik. Tehat pl. —1 = 2, 14+ 2 = 0 és

242 =2-2=1. Tetsz6leges x1, X2, . .., X vektorok és ay, as, ...,y egész szamok esetén az a1x;1 + asXa + ...+ apXg
vektort az x1, X2, . . . , X, vektorok linedris kombindcidjanak nevezziikk. Ha az a3 x1+aoxo+. . .+aix, = 0 egyenlGségbdl
kovetkezik, hogy a1 = as = ... = ap = 0, akkor az x1,x9,...,x, vektorokat linedrisan figgetleneknek, egyébként

pedig linedrisan dsszefiiggdeknek nevezzik.
Legyenek a # 0 és p tetszbleges vektorok. Ekkor az

Cap={p+aala=01,2}

halmazt a p-n atmend a irdnyd egyenesnek nevezzik.
Legyenek a, b és p tetsz6leges vektorok, melyek koziil a és b linearisan fiiggetlenek. Ekkor az

Sapp={p+aa+pb|a, =012}

halmazt a p-n &tmeng a és b altal meghatarozott siknak nevezziik. Legyenek a, b, c és p tetsz6leges vektorok, melyek
koziil a,b és c linearisan fiiggetlenek. Ekkor a

Havbﬁyp = {P+aa+6b+70 | a7ﬁ77 = 07172}

halmazt a p-n atmeng a, b és c altal meghatarozott hipersiknak nevezziik.

Jelolje N a 81 darab vektor altal alkotott halmazt. A elemeit pontoknak nevezziik, az el6zGekben definialt egye-
nesekkel, sikokkal és hipersikokkal egyiitt pedig N a hdromelemi test feletti négydimenzids affin tér. Itt most ennek
csak a legfontosabb tulajdonsagait ismertetjik, az érdekl6ds olvaso a részleteket megtalalja a [4] konyvben.

Tetsz6leges C C N vektorhalmaz és tetsz6leges x vektor esetén legyen C+x = {c + x | ¢ € C}. Est a halmaxzt
a C x vektorral valo eltoltjanak nevezziik. Az egyeneseket egy-, a sikokat két-, a hipersikokat pedig haromdimenzios
affin altereknek hivjuk. Azt mondjuk, hogy az A; és A, affin alterek pdrhuzamosak, ha van olyan x vektor, melyre
Ay = As + x teljestil.

Egyszeriien meggondolhato, hogy az affin alterek rendelkeznek a ,szokasos” euklidészi geometriabol megismert
tulajdonsagokkal:



e Két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, amely mindkét pontot tartalmazza.
e Ha harom pont nincs egy egyenesen, akkor pontosan egy olyan sik van, amely mindharom pontot tartalmazza.
e Ha adott a P pont és az A affin altér, akkor pontosan egy P-n dtmend, A-val parhuzamos affin altér létezik.

e Ha valamely A affin altér tartalmazza egy & egyenes két kiilonboz6, vagy egy S sik harom nem kollinearis pontjat,
akkor A tartalmazza &, illetve S minden pontjat.

e Ha az & és S sikok nem parhuzamosak, akkor vagy pontosan egy kozos pontjuk van, s ekkor S; barmely
eltoltjanak is pontosan egy kozos pontja van S barmely eltoltjaval; vagy pedig metszetiik egy egyenes, s ekkor
pontosan egy olyan hipersik van, mely Si-et is és So-t is tartalmazza.

Ezen kiviil persze olyan tulajdonsagaik is vannak, melyek a modulo 3 szdmolasbol adédnak:
e Minden egyenesen 3 pont van.
e Minden sikon 9 pont és 12 egyenes van.
e Minden hipersikban 27 pont, 117 egyenes és 39 sik van.

Ezeknek a tulajdonsagoknak a bizonyitasat feladatnak hagyjuk. Segitségként megadjuk a = (1,0,0,0) és b =
(0,1,0,0) esetén az Sap,o sik egy lehetséges leirdsat. A véges affin sikokrol részletesen olvashatunk a lapunk 2006.
decemberi szamaban megjelent [3] cikkben, vagy a [4] kdnyvben.

Mivel S b,0 minden pontjanak harmadik és negyedik koordinatdja 0, azért csak az els6 és a méasodik koordinatakat
adjuk meg. A sikot legegyszeriibben egy derékszogi koordinata-rendszerrel ellatott klasszikus euklidészi stk mintajara
képzelhetjiik el, csak most a valos szamok helyett a {0, 1,2} halmaz elemeivel koordinatdzunk és modulo 3 szamolunk.
A sik pontjai az olyan rendezett (a,b) parok, ahol a,b € {0,1,2} (a klasszikus esetben a sik pontjai a valos szamokbol
készitett rendezett paroknak felelnek meg). Az egyenesek kétfélék: egyrészt az [m,d] tipust rendezett parok, ahol
m,d € {0,1,2}, masrészt a [c] tipust elemek, ahol ¢ € {0,1,2} (a klasszikus esetben a sik nem fiigg6leges egyenesei
egyértelmtien megadhatok m meredekségiikkel és azzal a (0, d) ponttal, ahol az Y tengelyt metszik, mig a fliggtleges
egyenesek egyértelmien leirhatok azzal a (c,0) ponttal, ahol az X tengelyt metszik). Két egyenes parhuzamos, ha
mindketts [¢] tipust, vagy ha mindketts [m, d] tipusu és a két egyeneshez tartozo m értékek megegyeznek. Az (a,b)
pont akkor és csak akkor van rajta az [m,d] egyenesen, ha teljesiil, hogy b = ma + d (mod 3) (azaz az ma + d szam
3-mal osztva b-t ad maradékul), a [c] egyenesen pedig pontosan akkor, ha a = ¢. A klasszikus esethez hasonloan azt
mondjuk, hogy az [m, d] egyenes egyenlete Y = mX + d, illetve a [c] egyenes egyenlete X = ¢. A sikon tehat 3-3 =9
pont és 3-3+ 3 = 12 egyenes van. Az 5. dbrin S, p,0 pontjai koordinataikkal, egyenesei pedig (amik persze az dbrdn
nem rajzolhatok meg ugy, mint az euklidészi sik egyenesei) egyenletiikkel egyiitt szerepelnek.

Y =2X+2 F(1;2) Y =X

C(0;2) J(2;2)

Y= X 42 Y =2X 41

B(0;1) B H——XKH (2; 1)

A(0;0) G(2;0)

D(1;0)

Y=X+1 Y =2X

5. dbra
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