I. rész

1. a) Igazoljuk, hogy \4/§, V18 és /50 lehet eqy derékszogi hdaromszég harom oldalhosszdnak mérdszima.

b) Igazoljuk, hogy
ve-v2 2V3 -3
4 2/6 — 33

(10 pont)

egyenld.
Megoldas. a) Legyen a = Vv/8,b = V18 és ¢ = v/50. Ekkor ¢? = v/50, a® + b*> = V8 + V18.

Mivel a?+b? = V8+V18 = 2v/2+3v2 = 5v2 = /50 = 2, azért a v/8, V18 és v/50 a Pitagorasz-tétel megforditasa

szerint lehet egy derékszogd haromszog harom oldalhosszanak mérgszama.

b) Vegyiik mindkét szdm 41/6 — 31/3-szorosat.
@-4 6—3V3= (\/——\/5)\/6—3\/32\/(\/6—\/5)2(6—3\/5) =

—9y/21 - 12V3 = 2/(2v3-3)7 =2(2v3-3).

2v/3 -3 B B
NN -41/6 —3v3=2(2v3 - 3).

Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti két szam is egyenld.
2. a) Oldjuk meg az egész szémok halmazdn: (5z + 60)> = (—z — 192)°.
b) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn: v/5x + 60 = v/—x — 192.

¢) Oldjuk meg a
sin (5a + 60°) = sin (—a — 192°)
egyenletet, ha o € [—180°;180°]. (13 pont)
Megoldas. a) Két eset van: 5z + 60 = —z — 192 vagy 52 + 60 = —(—x — 192). Ezek alapjan az egyenlet két

megoldasa: r1 = —42, x5 = 33.
b) A négyzetgyokok miatt: 5z + 60 > 0 és —x — 192 > 0, azaz —12 < x és x < —192. Ilyen valos x szam nincs, az

egyenletnek nincs valés megoldasa.
c) Két eset van.
L eset: (5x +60°) — (—z — 192°) = ky - 360°, ahol k; tetszbleges egész szam.

6x = —252° + k; - 360°, x1 = —42° + k1 - 60°.

II. eset: (5x + 60°) + (—xz — 192°) = 180° + ks - 360°, ahol ks tetszGleges egész szam.

dx = 132° + ko - 360°, xo = 33° 4+ k1 - 90°.

Az els6 esetben a ki lehetséges értékei: —2, —1, 0, 1, 2, 3. Ekkor a kovetkezd szogeket kapjuk: —162°, —102°, —42°,
18°, 78°, 138°.

A masodik esetben a ko lehetséges értékei: —2, —1, 0, 1. Ekkor a kovetkezd szogeket kapjuk: —147°, —57°, 33°,
123°.
Az egyenlet megoldasai a megadott intervallumban:
~162°, —147°, —102°, —57°, —42°, 18°, 33°, 78°, 123°, 138°.

3. Egy 32 fds osztalyban a ldnyok testmagassdgdtlaga 165 cm, a fiiké 172 cm.

a) Adjuk meg azt a legszikebb intervallumot, ahovd az osztily testmagassdginak dtlaga eshet.

b) Evkézben érkezett az osztilyba egy 170 cmm magas liny. A ldnyok testmagassdgdtlaga tovdbbra is egész szdm
(14 pont)

maradt. Hany lany lehetett eredetileg az osztdlyban?
Megoldas. a) Az osztalyban van fit és lany tanulé is, hiszen beszélhetiink a testmagassaguk atlagarol.

Az osztaly testmagassdganak atlaga akkor lesz a legkisebb, ha csak egy fiti van. Ekkor az atlag:

W — 165,21875.



Az osztaly testmagassdganak atlaga akkor lesz a legnagyobb, ha csak egy lany van. Ekkor az atlag:

165+ 31-172

= 171,78125.
32 ’

Az osztaly testmagassaganak atlaga a [165,21875; 171,78125]-ba esik, és ennél sziikebb intervallumot nem adhatunk.
b) Eredetileg legyen a lanyok szama x. A lanyok testmagassigénak atlaga az 0 lany érkezése utan:

165z + 170
z+1
Ezt a kovetkezd alakban is irhatjuk:
165
5@+ +5 o 5
z+1 x+1

Tudjuk, hogy az igy kapott szam is egész, ezért x + 1 lehetséges értékei: —5, —1, 1, 5, vagyis az x lehetséges értékei:
—6, —2, 0, 4. Mivel az x csak pozitiv egész szam lehet, azért az egyediili lehet&ség az x = 4.
Az osztalyban eredetileg csak 4 lany volt.

V497

4. Eqy téglalap alapi egyenes hasdb alapéleinek hossza 3 és 5, testdtloja pedig —

a) Mekkora szdget zdr be a testdtld a révidebb alapéllel?

b) Mekkora a test felszine?

c¢) A feladatban szerepld hasdbbal egyenld magassigu, egyenld térfogati négyzetes oszlopot szeretnénk tervezni. Hany
szdzalékkal kell vdltoztatni az alapélek hosszdt? (14 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

a) Az ADG derékszogi haromszoghen az A csicsnél 16v6 « hegyesszog nagysagat kell meghataroznunk. Tudjuk,

hogy AD =3, AG = % Ekkor

amibsl o ~ 74,4°.
b) A téglalap alapt egyenes hasab magassagat még nem ismerjiik, legyen ez m. Ez a test egy téglatest, ezért a d
testatloja: d = v/ a? + b2 + m2. Az ismert szakaszok hosszat behelyettesitve:

497
—— = V524324 m?2.

2

19
Ebbél kapjuk, hogy m = ER
A test felszine:
95 57
A=2(ab+am+bm)=2(15+ 7-0— 5 )= 182.

c¢) Legyen a négyzetes oszlop alapéle x. Mivel a négyzetes oszlop térfogata egyenls a téglatest térfogatéaval, azért

19 19
3.5. 2 — 2.2,
2 Y7

Ez alapjan x = v 15.



Jelolje p és ¢ azt a szamot, ahdnyszorosara az éleket valtoztatni kell.

V15 V15

= —~ 0,775 = — = 1,291
p 5 ) ) q 3 ) )

igy a hosszabb alapélt kb. 22,5%-kal csokkenteni, a rovidebb alapélt pedig kb. 29,1%-kal novelni kell.
II. rész

5. Az f(z) = 2% a nemnegativ valds és a g(x) = mx —2m + 8 a valds szdmok halmazdn értelmezett fiigguények (m
valds paraméter). A fiigguények grafikonjai és az x tengely dltal meghatdrozott sikidom teriilete 2010. Hatdrozzuk meg
az m paraméter értékét. (16 pont)

Megoldas. A g(x) fliggvény elséfoka és az m paraméter a meredeksége. Ha g(x) = m(x — 2) + 8 alakban irjuk a
hozzarendelési szabalyat, akkor belathato, hogy az A(2;8) koordinataju pont a fliggvény grafikonjara minden m esetén
illeszkedik. Ez a pont az f(x) fliggvény képére is illeszkedik. Ezek alapjan vdzlatrajzot készitiink. Az elséfoku fiiggvény
képét két helyzetben is el tudjuk képzelni gy, hogy a feladat szovegének eleget tegyen. Ezt a rajzunkon g;(z) és ga(z)
jelzi.

f(z)
g1(z) ! g2()
g >xA
@) :T z
Q 0 2 P

A g(x) és az x metszéspontja: P(p;0) vagy Q(—q;0).
I. eset: Meghatarozzuk az OAP sikidom teriiletét.
Az f(x) figgvény [0; 2]-hoz tartozo gorbealatti teriilete:

2 42
/3:3d3:: [3:_] =4,
0 4o

p—2)-8
508y,
Vagyis 4(p — 2) + 4 = 2010, amib6l p = 503,5, azaz P(503,5;0).
Mivel g1 (z) = m(z — 2) + 8, és a P pont ismeretében: 0 = m(503,5 — 2) + 8, azért az egyik keresett meredekség:
16

mi o3~ ~0.015 96

Az AT P derékszogl haromszog teriilete:

II. eset: Meghatéarozzuk az OAQ sikidom teriiletét. Az f(x) fliggvény [0;2]-hoz tartozd gorbealatti teriilete 4. Az
ATQ derékszogl haromszog teriilete:
(g+2)-8
2
Vagyis 4(q + 2) — 4 = 2010, amib6l ¢ = 5015, azaz Q(—501,5;0).
Mivel go(x) = m(z —2) + 8, és a @ pont ismeretében: 0 = m(—501,5 — 2) + 8, amibdl a masik keresett meredekség:

=4(q +2).

_ 16 001580
2= 007 T '

6. Egy 5 cm-szer 12 cm-es téglalap alaki papirlap egyik csicsdbol a révidebb oldalon felmérink 3 cm-t, a hosszi
oldalon pedig 4 cm-t. Az igy kapott két pontra illeszkedd egyenes mentén a papirlap ezen csicsdt szeretnénk rdahajtani
a csticesal szemkozti dtlora. Sikerilhet ez? Hovd keril a csiucs? (16 pont)

Megoldas. A téglalapot helyezziik el a koordinatarendszerben az dbra szerint. A téglalap csucsai: O(0;0), C(12;0),
P(12;5), D(0;5). Az origobol felmérve kapott pontok: A(4;0), B(0;3). Az AB egyenes mentén a téglalap O csicsat
szeretnénk az O-val szemkozti CD atléra hajtani. Meg kell vizsgalnunk, hogy AB-re tiikrézve O-t, hové keriil az O’
tiikorkép. Végezziik el a tiikrozést.



Y
D P
O/
B
M
O A C =z

Irjuk fel az AB egyenes egyenletét, két pontja ismeretében: 3z +4y = 12. Irjuk fel az O pontra illeszkedé AB-re me-

36 48
r6leges egyenes egyenletét: —4x + 3y = 0. Szamitsuk ki a két egyenes M metszéspontjanak koordinatait: M (2—5, 2—5>

72 96
Ezutan az O koordinétéi is meghatérozhatok, hiszen OO’-n M felezépont: O <%; %>

Irjuk fel a CD egyenes egyenletét (két pontjat ismerjiik): 5z + 12y = 60. Helyettesitsiik be az O" koordinét4it:
72 96 1512

T D) B
g 25+ 25 25 60,

72
48 # 60, vagyis az O’ nem illeszkedik a CD atlora. Az atlora illeszkedd, % els6é koordinataju @ pont masodik

95
koordinatajat is kiszamoljuk behelyettesitéssel: %

Vagyis a Q ponthoz képest az O’ magasabban van. Az O cstics a hajtas utan atkeriil az 4tl6 tiloldalara.

7. Adott az AB1C1, AB3Cs, ..., AB,C,, ... egyenldszdri hdromszogek sorozata (n pozitiv egész szdim). Minden
n esetén a hdromszog AB,, alapja az x tengely pozitiv felére esik olyan mddon, hogy az A csics az origéban van, az
alap hossza pedig 2n. Tudjuk tovdbbd, hogy a harmadik csics illeszkedik az f(z) = z° + 5 fiigguény grafikonjdra.

a) Szamitsuk ki az AB1Cy hdromszdg keriiletét és teriletét.

b) Melyik hdromszigtél kezdve lesz a hdromszigek kerilete nagyobb, mint 1907

¢) Igazoljuk, hogy mindegyik hdromszdg teriletének mérdszima oszthats hattal. (16 pont)

Megoldas. a) A haromszog cstcsai: A(0;0), B1(2;0), C1(1;6). Mivel AB; = 2, ACy = B1C; = V37, azért a
haromszog keriilete: k1 = 2+ 2v/37 ~ 14,17. Mivel az AB; oldalhoz tartozé magassag 6, azért a haromszog teriilete:
2-6
t = — = 6.

b) Legyen az elsé megfelel haromszog az AB,,C,,. Ennek a haromszognek a cstcsai: A(0;0), B, (2n;0), C,, (n; n*+5).

Mivel
AB, =2n, AC, = B,C, =\/n2+ (n2+5)* = V/n* + 11n2 + 25,

azért a haromszog keriilete: k, = 2n + 2v/n* + 11n2 + 25.
Keressiik a legkisebb pozitiv n értéket, amelyre

2n +2v/nt +11n2 +25 > 190, azaz Vn*+11n2+25>95—n.

Az egyenl6tlenség bal oldaléan allo kifejezés novekedd, a jobb oldalon &ll6 pedig csokkend, ezért néhany proba utan
megtaléljuk a megfelels értéket.
Ha n = 8, akkor

V84 4+ 1182 + 25 = V4825 ~ 69,46, kg = 16 + 2 - 69,46 = 154,92 < 190.

Vagyis még nem teljesiil az egyenlGtlenség.
Ha n =9, akkor

9% 1 11-92 + 25 = VTATT ~ 86,47, ko = 18 + 286,47 = 190,94 > 190.

Vagyis mar teljesiil az egyenl6tlenség.
A kilencedik haromszogtél kezdve mindegyiknek a keriilete nagyobb lesz, mint 190.
c¢) A kovetkez6 képlet minden n esetén megadja az AB,,C,, haromszog teriiletét:

2n(n? +5)

tn =
2

=n(n?+5).

Megmutatjuk, hogy n(n? + 5) minden pozitiv egész n esetén oszthato hattal. Végezziik el a kovetkezo atalakitasokat:

nn?+5)=n>+5n=n>—n+6n=(n—1n(n+1)+6n.



A masodik tag oszthato hattal. Az els6 tag harom egymast kovets egész szam szorzata. Ezen tényezok valamelyike
oszthatd harommal, és legalabb egy tényez6 a harom koziil paros. Ezért ez a tag is oszthaté hattal.
Ezzel belattuk, hogy mindegyik héromszog teriiletének mérdszama, oszthaté hattal.

8. Egy iskola ablakainak formdjdat lathatjuk a mellékelt abran.

Az egyik osztalyban elhatdroztik, hogy az ablakok téglalap alaki tveglapjainak kézepére legfeljebb egy tivegmatricdt
ragasztanak.

a) Hdanyféleképpen lehet elhelyezni a matricdikat egy ablakra, ha a hat tvegtdblira négyet terveznek, és a matricdk
egyformdk?

b) Hdanyféleképpen lehet elhelyezni a matricdkat egy ablakra, ha a hat tvegtdbldra hdarmat terveznek, és a matricdk
kilonbozok?

c¢) Hanyféleképpen lehet elhelyezni a matricdkat, ha a diszitéshez tengelyesen szimmetrikusan vdilasztjik ki az tveg-
lapokat, amelyekre egyforma matricikat ragasztanak?

d) Az ablak mind a hat része kilon-kilon nyithatd. Kivdlasztanak kettdt véletlenszerden (egyforma valdszinidséggel),
amelyeket szelloztetés miatt kinyitnak. Mekkora az esélye, hogy egy hdrommatricds ablak esetén, két nem diszitett részt
fognak kinyitni? (16 pont)

Megoldas. a) A hat livegtabla kozil barmelyik négy kivalaszthato, ezért az esetek szama:

(0-()-t5-

Vagyis ebben az esetben 15-féleképpen diszithets az ablak.
b) A hat iivegtabla koziil barmelyik harom kivalaszthato, ezen valasztasok szama:

6 6-5-4
(3) “123 %

Mivel kiilonbozsk, azért minden kivalasztas esetén 6-féleképpen lehet felragasztani a matricakat. Ezek alapjan ebben
az esetben 120 lehetGség van.

¢) Az ablakokon a hat {ivegtabla egy fiiggsleges tengelyre szimmetrikusan helyezkedik el, harom-harom a tengely
egy-egy oldalan taldlhatd. Ha a diszitést is tengelyesen szimmetrikusan szeretnénk elhelyezni, akkor az ablak egyik
felét az Osszes lehetséges modon diszitjiik, a masik felén pedig szimmetrikusan helyezziik el a matricakat.

Az ablak egyik felén lehet 1, 2 vagy 3 darab matrica.

I. Ha 1 db van, akkor az Osszes eset szama.: 3.

II. Ha 2 db van, akkor az Gsszes eset szama: 3.

III. Ha 3 db van, akkor az Gsszes eset szama: 1.

Vagyis ebben az esetben 7-féleképpen diszithets az ablak.

d) A hatbol kett6t kivalasztani 15-féleképpen lehet. Barmelyik kettd kivalasztasanak ugyanannyi az esélye. Haromra,
nem ragasztottak matricat. Ezek koziil kell kett6t kinyitni, ami haromféleképpen teheté meg. Ezek alapjan a keresett

valésziniiség R ami egyszertsitve £

9. A Fé tér szabdlyos hdromszdg alaki vizszintes részét diszburkolattal fedték le. A hdromszog kozepén dll eqy magas
zdszlorid. A hdromszdg csicsaiban egy-egy kb. 180 cm magas ember tartozkodik. Ketten elindulnak a zdszlorid felé.
Az eqyik akkor dll meg, amikor a rid tetejét 72°-o0s szogben ldtja. A mdsik sétdld akkor dll meg, amikor a rid tetejét
65°-0s szogben ldtja. A helyben maradé tdrsuk 50°-o0s szogben ldtja a zdszlorid tetejét. Ekkor a hdrom ember dltal
meghatdrozott haromszig terilete 23,74 m?.

a) Milyen magas a zdszlérid?

b) Mekkora a diszburkolattal lefedett rész teriilete? (16 pont)

Megoldas. Készitsiink dbrdt és hasznéaljuk az abra jeloléseit. A szabalyos haromszog csicsai A, B és C, a zaszlorud
teteje Z, talppontja az ABC sikon T. Az A pontbol indulé megfigyels az AT szakaszon az A’ pontig megy, a B-bdl
indulé BT-n a B’ pontig. Az A’, B, C pontban 4ll6 megfigyelok szemmagassaganak megfelel pontokat jeldlje Aq,
B, C1. Az Ay B1C4 haromszog nyilvan egybevagd az A’ B’'C haromszoggel. Az A1 B1C1 A kozéppontja legyen T7.



a) Tudjuk, hOgy ZA\T1< = 720, BT« = 650, ZO0Th«< = 500, tovabba

ATB< = BTC«a=CTA<« = A\/ThB1<« =
= BTWCi<=CiT1 A<t = 120°.

Legyen T1Z = x, ekkor

T

e tg 72°

T By T1 A4

X - X
tg 50°’ ~ tg65°]
A szoveg szerint az A’B'C' és a vele egybevagd A, B;C; haromszog teriilete 23,74 m?.
Ezen héaromszog teriilete egyenls az ATy By, B1T1C1, C1T1 A1 haromszogek teriiletének Osszegével. Hasznaljuk a
szinuszos teriiletképletet, ekkor:

= A N in 120° = 23,74
—_ -sin = .
2 \tg72%°tg65°  tg65°tg50°  tg50°tg 72° ’

Ebbdl kapjuk, hogy = ~ 8,2 m. Tudjuk, hogy T7T7 = 1,8 m (az emberek magassaga a sz6veg szerint ennyinek vehetd).
Vagyis a zaszlorid magassaga kb. 10 méter.

8,2
b) Tudjuk, hogy Th'Cy = m, és T1Ch, = TC =TB = TA. Most is hasznalhatjuk a szinuszos teriiletképletet.
Ekkor
t =t +t +t =3 1 8’—22 sin 120° =~ 61,5
ABC = lATB T 1BTC T loTA = 93 5 te? 50° ~ 6l,0.

A diszburkolattal lefedett rész teriilete kb. 61,5 m?.



