I. rész

1. Egy téglalap alaki halasto oldalai 120 m és 160 m hosszisdguiak. A téglalap egyik dtlgja mentén ott vernek le
eqy colopit, ahonnan a kisebbik oldal két vége derékszog alatt latszik. Milyen messze van a c6lép a halasté oldalaitol?
(11 pont)

3
Megoldas. Legyen a colop tavolsaga a rovidebb oldaltol z. Ekkor a colop tavolsaga a hosszabb oldaltol —ax.

A rovidebb oldal két végpontjatol vett tavolsagot jeldlje y és z. y
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Alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt harom derékszogd haromszogre:
3 \2
y? + 22 =120%, =27+ (Zx)
és
3 \2
22 =24 (120— —;v) .

4

A két utobbi egyenletbdl 32 és 22 értékét behelyettesitjiik az els6 egyenletbe:

%‘r’x? — 180z = 0.

Ennek megoldésai a 0 és az 57,6. A feladat szovege alapjan x nem lehet 0.
Vagyis a colop 57,6 és 62,4 méterre van a halastd rovidebb oldalaitol és 43,2, illetve 116,8 méterre a hosszabb
oldalaktol.

2. Oldjuk meg a kivetkezd egyenldtlenségeket a valds szamok halmazdn:

a) Va? -5z +4>-1;

b) log1 (4* —=5-2% +8) < —2. (12 pont)
2

Megoldas. a) A gyokos kifejezés nem lehet negativ, igy az egyenlStlenség a teljes értelmezési tartoméanyon teljesiil,
azaz akkor, ha 2 — 5z 4+ 4 > 0.
Vagyis a megoldas: z > 4 vagy = < 1.

b) Az 3 alapu logaritmus fiiggvény szigorian monoton csokkend, ezért

4% =5-2"+8>4

(ilyenkor 4% — 5 - 2% 4 8 > 0 is teljesiil, a logaritmus értelmezett).
A 22% _5.2% 4 4 > 0 egy masodfoki egyenlStlenség 2%-re nézve. Innen 2% > 4, azaz x > 2 vagy 2% < 1, azaz « < 0.
Vagyis a megoldas: z > 2 vagy = < 0.

3. Két iskola sakkozoi versenyeztek egymdssal. Mindenki mindenkivel egyszer jatszott. ElGszor egy-egy iskoldn be-
lil bonyolitottdk le a mérkdzéseket, és igy dsszesen 36 jdatszmdra kerilt sor. Amikor a két iskola tanuldi mérkdztek
eqgymdassal, akkor 42 jdtékra kerilt sor. Hdny tanuld vett részt a versenyen iskolanként? (14 pont)

Megoldas. Legyen az iskolak versenyzGinek szama x és y. Ekkor

z(r —1) n yly—1)

=36
2 2

az iskolakon beliili, és zy = 42 a két iskola tanuléi kozotti mérkézések szama. Mivel a megoldasokat a pozitiv egész
szamok korében keressiik, igy csak az 1-42, 2-21, 3-14, 6-7 szampéarok johetnek szoba. Az els6 egyenletet atalakitva



22 +y* — (x +y) = 72 alakba behelyettesitve lathaté, hogy csak az 2 = 6, y = 7 (vagy a forditott) szampar ad
megoldast.
Az egyik iskolédbdl tehét 6, a masikbol 7 tanuld vett részt a versenyen.

4. Antal 2005 elején 100 000 Ft-ot helyezett el eqy bankban évi 20%-0s kamatra. Béla 2005-t6] kezdve minden
év elején b forintot helyezett el szintén évi 20%-o0s kamatra. A 2009. év végén Antal és Béla betétje azonos értékre
novekedett (2005-t61 2009-ig egyikik sem vett ki a betétjébsl pénzt). Mennyi b értéke 1000 Ft-ra kerekitve? (14 pont)

Megoldas. Antal pénze minden év végén 20%-kal nétt, tehat 1,2-szeresére valtozott. Az 5 év alatt 100 000-1,2° =
248 832 Ft-ra nétt.

A Béla altal minden év elején betett b forintok 5, 4, 3, 2, 1 évig kamatoznak, igy az 6 pénze:
b-1,2°40b-12 401,22 +0b-122+b-12 =
=b-(1,2° + 1,27+ 1,2 +1,22 + 1,2) = b - 8,929 92 Ft-ra nétt.

Mivel a két betét azonos értékd, igy 248 832 = b - 8,929 92, vagyis b = 28 000 Ft.
II. rész

5. Az ABCD deltoid szimmetriatengelye az AC dtls, ahol A(0;0) és C(8;10). A deltoid terilete 41 teriiletegység.
Az egyik datlo az origdtdl szamitva 3 : 2 ardnyban osztja a mdsikat. Hatdrozzuk meg a hidnyzo csucspontok koordindtdit.
(16 pont)

Megoldas. Az AC 4tlo hossza:
V8 4+ 102 = V164.

_ AC-BD

T miatt
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24
Az AC és BD &atlo M metszéspontja az AC atlot 3 : 2 aranyban osztja, ezért M <€; 6>. Az M pontban allitsunk

merdlegest az AC atlora:

246
dor + 5y = —.
5
BD 41
Az M pont kériil MD = - =5 tavolsaggal rajzolt kor egyenlete:

24\ 2 , 41
- = —6)?%=—.
Gﬁ 5> +(y—6)" =
A két alakzat metszéspontjai lesznek a B és a D csicsok.
A hianyzo két csucs tehat: B(7,3;4), D(2,3;8).

6. Forgassunk meg eqy egyenld szdri hdromszéget egyik szdra, majd az alapja kéril. Jelélje Vi, illetve Vo az igy
keletkezett forgdstestek térfogatdt. Szamitsuk ki a hdromszdg szégeit, ha Vi : Vo =3 : 7. (16 pont)



Megoldas. Ha az ABC haromszoget az AC szara koriil forgatjuk meg, akkor a keletkezett forgastest térfogata:

2
mym-b

V1:3

2 .
Ha a BC alap koriil forgatjuk: V5 = mag a

. A feladat feltételei alapjan:

3_E_m§b

7 Vo m2a’

A héaromszog teriiletét kétféle modon szamolva tudjuk, hogy 27 = am, = bmy, vagyis

3 m%b _ m§b2a _a

7 Vo m2a  m2a%b b’

Ugyanakkor az alapon fekvs 3 szogre

a 3 3 o
cosﬂ—%—ﬂ, tehat [ =~ 77,6°.

A haromszog szogei tehat: 77,6°, 77,6° és 24,8°.
T a) Adjuk meg azokat az a; b; ¢ szdmjegyeket, melyekre fenndll, hogy az egyjegyi @, a kétjegyi ba és a hdromjegyi
cba pozitiv szdmok egy mértani sorozat egymdst kévetd elemei. .

b) Adjuk meg azokat az a; b; c szdmjegyeket, melyekre fenndll, hogy az egyjegyi @, a kétjegyi ba kétszerese és a

hdromgjegyt cba pozitiv szamok egy szdmtani sorozat egymdst kévetd elemei. (16 pont)

Megoldas. a) A mértani sorozat egymast kovets elemeire:
(10b 4 a)® = a(100c¢ + 10b + a).

Igy ab = 10(ac — b?) miatt 10 | ab. Tehat két eset lehet: a = 5 és b = 2;4;6;8, illetve b = 5 és a = 2;4;6;8. Csak az
els6nél adodik megoldas: a =5,b=2, c=1.

Valéban az 5, 25, 125 egy mértani sorozat egymast kdvets elemei.

b) A szamtani sorozat egymast kovets elemeire:

a+ (100c + 100 + a)
2

A bal oldal oszthato Ottel, ezért a is oszthato Gttel és pozitiv. Vagyis a = 5. Ekkor 10c = 3b+ 1. A jobb oldal értéke
30-nal kisebb, ezért c lehetséges értékei: 1 vagy 2. Ha ¢ = 1, akkor b = 3. Ha ¢ = 2, akkor nincs megfelel§ b. A megoldas:
a=5b=3,c=1.

Valéban az 5, 2 - 35, 135 egy szamtani sorozat egymaést kovetd elemei.

= 2(10b+a), amibdl 50c = 15b+ a.

1
8. Egy lovész 1 valdszinidséggel taldlja el a célpontot.
a) Mi a valdszindsége annak, hogy 7 lovés kozil legaldbb 2-szer célba taldl?

2
b) Legaldbb hdny lovést kell leadnia ahhoz, hogy a célt g—ndl nagyobb valdsziniséggel taldlja el? (16 pont)

Megoldas. a)

) ) ) 3\NT 7\ /1) /3\°
p(legalabb 2) = 1 — p(0 talalat) — p(1 taldlat) =1 — i A CTACTACT 0,555.

3 n
b) 1 a valdszintisége annak, hogy nem talal célba és (Z) , hogy még n 16vésbdl sem talél célba. Az a kérdés, hogy

ez mikor lesz %—nél kisebb: (g) < % Ebbsl:

3 1 Ig %
nlg <Z) <lg <§) , azaz n > li—§ ~ 3,82.
2
Tehat, ha a 16vész legalabb 4 16vést ad le, akkor g—nél nagyobb valoszintiséggel talal célba.

9. Adjuk meg az
f({E) _ 31+10g3 [cos(m+%)]



3r 9
hozzarendeléssel megadott fiigguény grafikonjdt a } _Iﬂ-; %} -on. Adjuk meg az f(z) figguény értelmezési tartomdnydt,
értékkészletét, zérushelyeit, a fiigguény menetét, periddusdt. (16 pont)

Megoldas. a) Mivel csak pozitiv szamnak van logaritmusa, azért

cos(z+g) >0, vagyis —g+2kw<x+£<g+2km.

Tehat a fliggvény értelmezési tartomanya:

3
Df:{:ceR‘ —£+2kw<x<g+2kw, aholkeZ}.

Ezen feltételek mellett f(z) = 3 - cos (:E + g) alakra hozhato a fiiggvény hozzérendelési szabélya.
A fiiggvény értékkészlete: Ry = ]0;3], zérushelye nincs, minimuma nincs, maximuma 3, maximumhelyei x =
—% + 2lm, I € Z, peridédusa 2.

™ ™
+ 2n7r] -on, szigortian monoton csokken a 1 + 2mm; — + 2mm |-on,

L . 37 T
Szigortian monoton né a I + 2nm; —— 1

4
ahol n,m € Z.

3m 9
A fiiggvény grafikonja a } —ZW; ZW] -on:




