Elméleti feladatok
1. feladat. A F6ld—Hold rendszer fejlédése

1. Impulzusmomentum-megmaradas

la—1lc. A Fold—Hold rendszer teljes impulzusmomentuma a Fold forgasabol és a Hold keringésébdl szarmazo
két tag Osszege. A feladat jeloléseit hasznalva kezdetben az impulzusmomentum Ly = Irpwri + Imwni, a folyamat
végén pedig, amikor a Fold forgasdnak és a Hold keringésének szogsebessége megegyezik, Lo = Ipws + Igows. Az
impulzusmomentum-megmaradas tétel értelmében L = Lo, és La-ben a Fold impulzusmomentumaét elhanyagolva azt
kapjuk, hogy

(1) Ly = Irwp1 + Iniwn = ITnows.

(Emlékeztetsil, az impulzusmomentumot L, a tehetetlenségi nyomatékot I, a szogsebességet w jeloli. Az 1 index a
kezdeti allapotra, 2 a végss allapotra, F a Foldre, H pedig a Holdra utal.)

2. Végsé6 palyasugar és szogsebesség a F6ld—Hold rendszerben

2a—2c. Feltételezve, hogy a Hold a végss helyzetben is korpalyan kering a Fold koriil, mozgasegyenletére (rendezés
utan) az adodik, hogy wng = G My, ahol Dy a végs6 palyasugar, G a gravitacios allando, My pedig a Fold tomege.
Felhasznélva az L;-re kapott (1) Gsszefiiggést, valamint hogy Ins = MyD3, a végs6 palyasugarat és szogsebességet
koénnyen kifejezhetjiik a kért mennyiségekkel:

L2 G2M2M3
(2) Dyg=— 1 _ =2 FH
GMypME L3
2
2d—2e. Kozismert, hogy az R sugart, M tomegi homogén gomb tehetetlenségi nyomatéka gM R?. Ennek felhasz-
nélasaval, a feladatban leirt modell alapjan a Fold tehetetlenségi nyomatéka

247w
Ir = E ?(r?gl + (r§ —r%)00) =8,0- 10 kg m?.
(Az els6 tag az rp sugard, o1 strtségi bels6 mag jaruléka, mig a masodik tag az ro kiils6 sugara, oo strtségi kiilsé
kopeny jaruléka.)
2f—2h. A feladatban megadott adatokat a méar felirt (1)—(2) formuldkba behelyettesitve a keresett szamértékek
kénnyen meghatarozhatok:

k 2
Ly =3,4-10% &,
S
Dy =54-10% m, tehat Do = 1,4D1,
1
we=16-10"% =, igy a periodusidé 46 nap.
S

kg m> kg m>
M nig a Holdé Iows = 3,4-1034 221
S

ami kozel 260-szorosa a Foldének, tehat a szamolas elején tett elhanyagolas valoban jogos volt.

2i. A végss helyzetben a Fold impulzusmomentuma Ipws = 1,3 1032

3. Mennyivel tavolodik a Hold évenként?

A Fo6ldon levs vizréteg szabad felszine alland6 gravitacios potencidla feliileten helyezkedik el. Ha csak a Fold
gravitacios terét vennénk figyelembe, akkor az ekvipotencialis feliiletek koncentrikus gobmbok lennének. A Hold gravi-
tacios terének hatasara e gobmbok deformélédnak; a Fold Hold felé esd, és azzal atellenesen elhelyezkedS pontjukban
Jkitiiremkedések” jonnek létre. (Ezeknek a kitiiremkedéseknek a forgd Foldhoz képesti mozgasat érzékeljiik arapaly-
ként.) A Fold forgasa miatt a kitiiremkedések kicsiny 9 > 0 szoggel kifordulnak a Fold—Hold egyenesbol. A feladat
szerinti modellben a kitiiremkedéseket két m tomegi tomegponttal helyettesitjiik, melyek a Fold felszinének atellenes
pontjaiban helyezkednek el, ahogy az 1. dbrdn lathato.
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Mivel ¢ > 0, a két égitest forgatonyomatékot fejt ki egymasra, mely a Fold forgasat lassitja, a Hold péalyamenti
impulzusmomentumat pedig noveli.

3a—3f. Az egyszert modell alapjan kénnyen kiszamolhatjuk két tomegpont Holdra haté forgatonyomatékat.

A koszinusztétel alapjan a tomegpontok tavolsidga a Holdtol

dy = D} + 72 £ 2Dy cos 9,
tehéat a tomegpontok és a Hold kozti gravitacios erd

- GmMH

F
T i

1 1
Az ODH haromszog teriiletét kétféleképpen folirva §TOD1 sind = §k+d+, ahonnan az F; er6hoz tartoz6 erékar

roDq sin v
ky = ——.
d:
Hasonl6 formula kaphaté a maéasik erékarra is, igy a két tomegpont altal kifejtett forgatonyomaték:
GmMyregDq sind

5.
(D3 + 18 £2D1rg cosd) 2

T = Fiky =

Egyszertsitsiink Di’—el és alkalmazzuk az (1 + €)” ~ 1+4¢ca kozelits formulat, mely € < 1 esetén érvényes, figyelembe
véve, hogy esetiinkben ;—O < 1.
1

_s
_ GmMmyrg sin (1+ﬁ:|:2ﬁcos19) 2 -

= D? D? D,
GmMyrgsind 3 7“3 o
o ZEHORE (1220 £330 o5 ).
D? ( 2 D2 T D, °°

A fenti kozelitéssel élve a Holdra hato, keringését gyorsito ereds forgatonyomaték:

6GmMyré sind cos v
D}

(3) T=T_—T4 R =4,1-10" Nm.

3g—3h. A Fold koriil kérpalyan kerings Hold mozgasegyenlete

GMyp My

T = MyDuw,

| GM
ahonnan a Hold szogsebessége wy = DsF . Ennek felhasznalasaval a Hold impulzusmomentuma a keringési sugérral

kifejezve:

(4) LH = IHwH = MH\/ DGMF

Ez az Osszefliggés fonnall az impulzusmomentum és a palyasugar jelenlegi Ly és Dy értéke mellett is, és At id6vel
kés@bb is, amikor az impulzusmomentum értéke a 7 forgatonyomaték hataséara Lygi + 7At lesz, a Hold palyasugara

pedig D1 + AD-re né. Mivel

\/D+ADm/5+A—D,
2v/D

azért a (4) Osszefliggésben a két oldal megvaltozasara azt kapjuk, hogy

. My [GMg
ALlM—TAt— 9 D1

AD.

Innen AD-t kifejezve, és At = 1év = 3,1- 107 s értékkel szamolva a Hold jelenlegi éves tavolodasara azt kapjuk, hogy

27'At D1
5 ADy = ——/—=——=10,034 m = 3,4 cm.
5) L= [ — 003t m =34 an
A (3) formulaval megadott 7 forgatonyomaték csokkenti a Fold impulzusmomentuméat, ALy = —TAt = IpAwp,
ahonnan At =1 év alatt a jelenlegi sz6gsebesség-valtozas:
At 1
(6) Awpy = ——— = —1,6-10714 =,
IF S



2
Mivel a periédusidé Ty = —W, a nap hossza egy év alatt
w

1 1 2m
- — ) -5Aw=19-10"°
w+ Aw w> WY T i

ATF = 27T<

értékkel né.
4. Hova lesz az energia?

4a—4b. Korabban (a 3g. pontban) lattuk, hogy a korpéalyan keringd Hold szogsebessége

GMp
D3

WH1 =

Ezt felhasznalva a Fold-Hold rendszer mechanikai energidja jelenleg:

_ IFM%I + IHCU%H _ GMFMH - IFw§1 - GMFMH

E

2 2 D1 2 2-Dl

Figyelembe véve, hogy

_—_ " —

1 1 1 AD
Aw?) = (w+ Aw)2 —w? R 2wAw, és A < )

D) D+AD ~
valamint felhasznélva az (5)—(6) eredményeket, az egy év alatt bekovetkezs energiavaltozas:

GMyp My

AD; =—-9,0-10" J.
2D% 1 y

(7) AE = Irwp1Awri +

4c—4d. A Fold teljes felszinét h = 0,5 m vastagon beborito vizréteg témege:
My, = dnrihoys, = 2,6 - 1017 kg,
A viz viszkozitdsa miatt egy év alatt disszipalodott energia:
APFyi; = —gMyih - 2-365-0,1 = —9,3- 10 J,

ami jol egyezik a (7) egyenletben kapott energiacstkkenéssel.
2. feladat. Lézeres Doppler-hiités és optikai szirupok

Ennek a feladatnak a megoldasdban kulcsszerepet jatszik a relativisztikus, longitudinalis Doppler-effektus. Ha az
w korfrekvenciaju fényt kibocsato fényforras a megfigyel6hoz képest v relativ sebességgel mozog, akkor a megfigyels
altal észlelt w’ korfrekvencia

1+
(8) W =w 1¥§zw(1ﬂ:%),

ahol ¢ a fénysebesség, és a masodik, kozelit6 egyenlGség akkor igaz, ha ¢ < 1. A fels§ elGjelezés akkor érvényes, ha
c

a fényforras és a megfigyel6 kozelednek egyméashoz, az also pedig akkor, ha tavolodnak. (A kozelités az ¢ < 1 esetén
érvényes (1 + )" ~ 1 + ae formula tobbszori alkalmazasaval kaphato meg.)
Jelolje wy, a lézer laboratériumban mért korfrekvenciajat, legyen hwp az atom két allapota kozti energiakiilonbség.

fw
Ekkor a —z tengely irdnyaba haladé foton energidja hwy, impulzusa o A —hg, ahol ¢ a hullamszam.
c

A feladatmegoldas soran végig feltételezziik, hogy Y < 1, valamint
c

h hw
_q — L < 1,
mu muvce

és ezen kis mennyiségekben elsé rendig szdmolunk.

I. rész: A lézeres hiités alapjai
1. Elnyelés (abszorpcid)



A (8) egyenlet alapjan a fényforrashoz v sebességgel kozeled6 atom altal észlelt frekvencia wy, (1 + E), tehat a
c

v
rezonanciafeltétel wy = wr, (1 + —). A foton elnyelése utan az atom impulzusa a foton impulzuséval csokken, igy
c

Pa = mv — —=. Az atom teljes energidja a mozgasi energidjanak és a gerjesztési energidnak az Osszege, azaz
c
2 2
P mu
€a= =2 + hwo & —— + hwr,.
2m 2

2. Egy foton spontan kibocsatasa (emisszidja) a —x irdnyban
Av =v— —& sebességgel mozgd atom sajat rendszerében wy frekvencidji fotont bocsat ki, ami azt jelenti, hogy

a labor rendszerébdl a foton frekvenciaja

! hw
9) m(l—v—):wo(l—g—k LE)'fvwo(l—g)%wL.
C C muvc c C

Innen a foton energidja és impulzusa egyszerten kiszamolhato:

_hwr

10 -
( a) P c

gr =~ hwr.

A foton kibocsatasa utan az atom impulzusa ezzel az értékkel ng, igy

mv2

- )
(10Db) D, & mu, Ca = N 5

Végeredményben az abszorpcids-emisszios folyamat utan a két részecske allapota olyan, mintha a foton nem is lépett
volna kolcsonhatasba az atommal.

3. Egy foton spontan kibocsatasa (emissziéja) a +x iranyban
Ha az atom +xz irdnyban bocsatja ki a fotont, akkor labor rendszerében nagyobbnak észleljiik a foton frekvenciajat.
Az el6z6 (9) levezetéshez hasonloan kell szamolnunk, azonban v’ elGjele modosul:

/ 2
w0(1+“—>zw0(1+3)z% (1+—U).
C C C

Ezutan mar konnyen megkapjuk a foton, illetve az atom energiajat és impulzuséat:

hw 2 2
(11a) p?m—L(l—i——U), E?%th<1+_v>7
c c c
2
11b +mmv—2th, 5+%% 1—4th .
( Pa 8
c 2 muc

4. Atlagos kibocsatas (emisszié) az elnyelés (abszorpcié) utan
Minthogy a spontan emisszi6é egyforma valészintiséggel mehet véghe +x és —x irdnyban, a keresett atlagértékek a
(10) és (11) mennyiségek szamtani kdzepeiként kaphatok meg:

hwrv v
(12&) D = 2L ~ 0, &r ~ hwy, (1 + —) ,
c c
huw 2 2hw
(12b) Pa o mu — L gazﬂ(l— L).
c 2 muc

5. Energia- és impulzusatadas
A —z iranyban halado6 foton altal az atomnak atlagosan atadott impulzus és energia a kolcsonhatas utani (12)
atlagértékek és a kezdeti értékek kiilonbségeként kaphaté meg:

hw 2 hw
(13) Ap™ = Pp — mv & ——2, Aa_zéa—%z— LY
c c

6. Energia- és impulzusatadas egy +z iranya lézersugéarral



Ha a foton nem szembdl, hanem az atommal azonos irdnybol érkezik, teljesen hasonlé moédon ellentétes elGjeld
eredményeket kapunk az atlagos energia- és impulzusitadésra:
+ o fu, hwpv

(14) Ap , Aet =~ .
c c

IL. rész: Disszipaci6 és az optikai szirup alapjai
A feladat kozlése szerint a laboratériumban nyugalomban levé atomok
Ne 0%

(15) e(or) N (wo —wL)2 + %2 +203%

valosziniiséggel taldlhatok gerjesztett allapotban az wy, frekvenciaju fotonokkal valo kolesonhatas eredményeként.
A képletben Qg az ugynevezett Rabi-frekvencia, melynek négyzete a lézer intenzitasaval aranyos, I' pedig az adott
aAtmenet élettartamanak reciproka. Lathato, hogy ez a valoszintség wy = wg esetén maximalis, nem haladja meg az 3
értéket, és |wr, — wo| > T, Qg esetén gyorsan csokken.

7. A lézer altal az atomnyalabra kifejtett eré

A (15) képlet nyugalomban levé atomokra vonatkozik, tehat csak ugy hasznéalhatjuk, ha attériink az atomokkal
egyiitt v sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerbe. Ekkor azonban Doppler-eltolédas miatt a —x irdnyban haladé

fotonok frekvencidjat w™ = wy, (1 + 2)—nek, mig a 4z irdnyban haladokét w™ = wy, (1 — E)—nek észleljik. Mindkét
c

fotonnyalab egymastol fiiggetleniil gerjessti az atomok Ny = N P, részét, igy idSegységenként I' N, elnyelési-kibocsatasi

folyamat megy végbe a balra, illetve jobbra halad6 fotonokkal. Felhasznalva a (13) és (14) eredményeket, a keresett

erd:

F = I‘N(Pg(w_)Ap_ + Pg(w+)Ap+) —

0% NTh <L Q% NTh L

(wo — wz (1—%))2+%2+2Q§ (wo —wr, (1+%))2+%2+2Q§%'

8. Kissebességii hatareset
Az ertre kapott formula

A A A c C 2AC
oo st (-5 (1+5) %

alaku, ahol C' <« B. A szamolast elvégezve azt kapjuk, hogy
403 NTh (=)°

((wo —wr)?+ 2+ 29%)

(16) Fr 5 (wo —wr)v.

Lathato, hogy az er6 pozitiv (gyorsit6), ha wy, > wo, zérus, ha wy, = wo, és negativ (lassitd), ha wy, < wp. Természetesen
a jelenség fiiggetlen az = tengely irdnyitasatol, tehat ha a lézer frekvencidjat kicsit az atmenet ,alad hangoljuk”, akkor
mindig az atom mozgasaval ellentétes iranya a fotonok altal kifejtett erd.

9. Optikai szirup
Ha az atomokra sebességiikkel ardnyos fékezGerd hat, akkor mozgéasegyenletiik mo = —pv, ahol a 5 > 0 konstans
a (16) egyenletbdl kiolvashato. Figyelembevéve a v(0) = vy kezdeti feltételt, az atomok sebessége a

u(T) = voe ™

-
fiiggvény szerint csokken. Az ekviparticio-tétel értelmében T' ~ v?, tehat a hémérseklet T(7) = Toe_%T idofiiggeést
mutat.

3. feladat. Miért olyan nagyok a csillagok?

1. Csillagok koézponti hdmeérsékletének klasszikus becslése
Akkor kozeliti meg a két proton egymaést d. tavolsagra, ha mozgési energiajuk Osszege megegyezik a d. tavolsaghoz
tartozo elektromos potencialis energiaval. A mozgasi energiak az ekviparticio-tételbsl hatarozhatok meg. Tehéat

2 3 2 2
DoBms _ 92T, igy a

q 9
c= ) T. = =95,5-10" K.
2 2 47T50dc 127‘(60de

(17) 2



2. Annak igazolasa, hogy az el6z6 hémeérsékletbecslés hibas

AP GMT r
A hidrosztatikai egyensulyt leird A P egyenletben elvégezve a Javasolt Ar=R,AP=—-P, M, =M
r r2

és p. = pc helyettesitéseket, a kozponti nyomasra azt kapjuk, hogy P, =

. R
szerint
NEKT, B 2p.kT,

P.= ’
v mp

2M
ahol felhasznaltuk, hogy N = —— hiszen a protonok adjik lényegében a csillag teljes tomegét, de az elektronok is
m

P
hozzajarulnak a nyomashoz. A két egyenletbsl megkaphat6 a keresett kdzponti hGmérséklet:

_ GMm,,
© 2R
Innen az M/R arany a (17) értékkel szamolva:
M 2kT, kg
18 R 6214.1024_.
(18) R Gm, ’ m

M k
A Nap esetén ugyanez az arany R—® =209.10% —g, ami harom nagysagrenddel kisebb, mint az el6z6 elmélet joslatal
(O]
3. Csillagok kozponti hdmérsékletének kvantummechanikai becslése

Megoldésunk hasonlé az 1. ponthoz. A kovetkezd egyenleteket irhatjuk fol:

(19a) ekvipartici6-tétel: %mpvfms = ngc,
(19b) mechanikai energiamegmaradas: Mpv2 s = 471_2 7
(19¢) de Broglie-hullamhossz: d. = % = m.
Az egyenletrendszer egyszerd megoldhatod Te-re:

(20) T, = 247{;% =9,7-10° K.

k
A (18) dsszefiiggés felhasznalasaval ehhez a hémérséklethez tartozo M/ R arany 2,4 - 102! —g, ami mar kozel azonos a
m

Nap esetén megfigyelésekbdl szamolt értékkel.

4. Csillagok témeg/sugar aranya
Felhasznalva az (18) és a (20) formulakat,

M 7t
21 -1
(21) R 1272e3Gh?’

ami valéban kizardlag univerzalis fizikai allandoktol fligg.
5. A legkisebb csillagok t6mege és sugara

M
Az elektronok szama megegyezik a protonok szamaval, ami —, tehét
Mp

M 3M

22 .= = .
(22) e TV T 4nRPmy

_1

Ez azt jelenti, hogy a szomszédos elektronok kozti tipikus tavolsidg de = ne . (Szamolhatunk ugy, mintha az elektronok
egy szabalyos, d, racsallandoju kobos racsban helyezkednének el a csillag belsejében.)

Ae
21/2

3kT.,

21/27 egyenl6tlenséghdl, ahol v, az elektronok termikus sebességét jeloli. Az ekviparticio-tétel alapjan v, = o
a d. tipikus tavolsagot kifejeztiik a (22) egyenletben felirt elektronsirtiséggel, az M tomeget beirhatjuk a (21) egyen-
lethol, és a T, hémeérsékletet megadja a (20) formula. Ezeket a behelyettesitéseket mind elvégezve, rendezés utan a

kovetkez6 egyenlétlenséget kapjuk a csillag sugarara:

A legkisebb sugarat kicsit hosszadalmas, de egyszeri szamolassal kaphatjuk meg. Induljunk ki a d, >

1/2h2
=6,9-10" m = 0,10 R,

= 21/2qm2/4m153/4G1/2



Ezutan a minimalis tomeget a (21) egyenletbdl kaphatjuk meg:

M >1,7-10% kg = 0,09 M.

6. Hélium-fazio oregebb csillagokban
Jelolje vge a hélium atommagok termikus sebességét. Két iitkozé mag egyiittes mpyov¥, mozgasi energiaja meg-

AHe h 4q? - . .
egyezik a d. = — = ——  tavolsaghoz tartozo6 otencidlis energiaval, ahonnan a hélium atommagok
&Y \/§ \/§chch & 47T50dc P & g
termikus sebessége
2 2
Vit = V2 _ 2,0-108 2
TED S

Ezutén a hémérséklet az ekviparticio-tételbsl szamolhato ki:

Ty = MHethe _ g5 108 ¢

He 3k ) .

Ez az érték nagysagrendileg egyezik a pontosabb csillagmodellek eredményével.



