I. kategoéria: Szakkozépiskolak
Els6 (iskolai) forduld

1. Bizonyitsa be, hogy a kocka élébdl, lapatlojabol és testatlojabol haromszog szerkeszthets, és ennek a harom-
szognek van két egymaésra meréleges sulyvonala!

2. Legyenek az a, b, ¢, d szamok pozitiv valos szamok! Igazolja, hogy Va-b+ Ve-d < +/(a+d) - (b+¢)!

3. Ha az z, y, z valés szamok eleget tesznek az
x4+ 3y + 5z =200

és az
T+ 4y + Tz = 225

egyenleteknek, akkor mennyi a
K=x+4+y+=z

értéke?

4. Oldja meg a valés szdmok halmazan az
L o008
{z}
egyenletet!
([x] az x valos szam egészrésze, azaz az x-nél nem nagyobb egész szadmok koziil a legnagyobb, {z} pedig az = valos

szam tortrésze, azaz {z} = = — [z].)

5. Az ABC haromszog AC oldalan az E bels6 pont ugy helyezkedik el, hogy EC = AB. Legyen F' a BC, M pedig
az AFE szakasz felez6pontja. Hatdrozzuk meg a haromszog A cstucsanal 1évs szogét, ha FM E< = 18°!

6. Hanyféle modon allithato elg a 2008 néhany (egynél t6bb) egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegeként?
Masodik fordulé

1. Oldja meg a valds szdmok halmazan a

log,(logg z) = logg(log, )
egyenletet!

2. Az ABC derékszogii haromszoghen az A cstcsnal levs belss szog 30°. A BC' befogora illeszkedd P pontbol az
AB atfogora rajzolt mergleges talppontja legyen Q.
BP

Hatarozza meg a Vel arany értékét, ha a BP(Q és a C'PA haromszogek teriiletei egyenldk!

3. Egy fiokban n darab fiizet van, koziilik néhany négyzetracsos, a tobbi vonalas. Egyméas utan véletlenszerten
kivesziink kett6t. Egy masik fiokban ugyancsak n darab fiizet van, de kétszer annyi kozottiik a négyzetracsos, mint az
el6z6ben. Ebbdl a fiokbol is kivesziink véletlenszertien kett6t. Annak a valosziniisége, hogy a mésodikbol két négyzetra-
csosat vesziink ki, 6tszor annyi, mint, annak, hogy az els6 fiokbol vesziink ki két négyzetracsosat. Hany négyzetracsos
fiizet van az egyes fiokokban?

4. Hofehérke kosaraban almak, HamupipSke kosaraban korték, Csipkerdzsika kosaraban barackok vannak. Minden
kosarban 100-nal kevesebb gyiimolcs van.

Hofehérke almainak egy kilenced részét HamupipSkének adja, masik egy kilenced részét Csipkerozsikanak. Ekkor
Hamupipéke a masik két mesehds mindegyikének odaadja a kortéinek egy nyolcad—egy nyolcad részét. Csipkerdzsika
rovid gondolkodas utan azt mondja:

»&n mindkett6toknek odaadom a barackjaim egy hatod—egy hatod részét, mert akkor mindharmunknak ugyanannyi
gytimolcs lesz a kosarédban.”

Melyikiiknek hany gyiimolcse volt eredetileg, és mennyit adtak egymésnak, ha sem atadaskor, sem azutan, egyikiik
sem darabolta a gytimolcsoket?

Mennyi lett a végén a kosaraikban levs gyiimolesok szadma?

5. Oldja meg a valos (z,y) szamparok halmazin az
(z +y +2009)% =2 (zy + 2z + 2008) - (—2 +y — 2y + 1)

egyenletet!



Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Egy haromszog oldalai a kovetkezdk:

AB=+/22-1- (w" +a2m :E"_2),

BC =g 4 g™ 4 2" !

CA=za"+z2" 1 42"2,

ahol = > 1 valos szam és n € NT, n > 2.
a) Bizonyitsa be, hogy a haromszog derékszog!
b) Hatarozza meg az x valos szam értékét ugy, hogy a haromszog legkisebb szogének nagysaga 30° legyen!

2. Legyen tetszGleges = valos szadm esetén

41}
1@ = 775
a) Hatérozza meg az
f(x)+ fy)

Osszeget, ha x és y olyan valos szamok, amelyek Gsszege 1!

b) Hatarozza meg az
1 2 3 2009
f<2010> +f<2010) +f<2010> +"'+f<2010>

3. Adja meg az Osszes olyan haromszoget, amelynek oldalai kézvetlen egymaés utan kovetkezd péaros egész szamok,
valamint az egyik belsé szoge kétszer akkora, mint ennek a haromszognek egy maésik belsd szoge!

Osszeg pontos értékét!

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszer valés megoldasait.

(1) oy’ =,
(2) 322y + 3zy% = .

2. Tekintsiik azokat a négyjegyid pozitiv egész szamokat, amelyeknek minden jegye kiilonb6zé.
(a) Hany ilyen szam van?

(b) Mennyi ezeknek a szamoknak az Gsszege?

(¢) Novekvs sorrendbe allitva 6ket melyik lesz a 2008-ik? (Az 1023 az elsé.)

3. Az egyenl6szara ABC haromszoghen AB = AC. BC egy tetszéleges bels6 P pontjabol a szarakkal parhuza-
mosokat htzunk. Az AC-vel parhuzamos az AB-t QQ-ban, az AB-vel parhuzamos az AC-t R-ben metszi. Hatarozzuk
meg a PQR haromszogek silypontjanak halmazat, mértani helyét.

4. Adottak az A, B és C szamok:

A=t B=(V5-vEVE) (VB VEVE), C=\T-4va

Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n esetén irraciondlis az alabbi szam:

VA+B-C)n+2.

5. A pozitiv valos p paraméter segitségével definidljuk a valos szdmok halmazan az f fliggvényt:

plr —4]—4p, ha x>0,
fz) =
—plz+4|+4p, ha x<O.

Hatéarozzuk meg p értékét, ha tudjuk, hogy egyetlen olyan négyzet van, amelynek minden csiicsa rajta van f grafikonjan.



Masodik fordulé

1. Adjuk meg a valés szamoknak azt a legbGvebb részhalmazat, amelyen az aldbbi f fliggvény értelmezhetd és
hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét ezen az értelmezési tartomanyon.

f(x):\/l—\/x—m.

2. Hatéarozzuk meg a kovetkez6 egyenlet valos megoldasait. ([y] az y valos szam egész részét jeloli.)
5115 =7
2 3T

3. Egy 1 milliard lakosa orszagban egy olcsé AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk, hogy kb. minden ezredik
ember fertézott. Kideriilt, hogy a betegek 99,9%-anal pozitiv, viszont sajnos az egészségesek 0,1%-anal is pozitiv ered-
ményt ad a teszt. Ilyen paraméterek mellett elvetették a hasznélatat. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzék el
kétszer egymas utan a vizsgalatot és ha mindkettd pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pacienst. Igy mar bevezethets
lett a teszt. A kovetkezd két kérdéssel arra keressiik a valaszt, mi ennek a magyarazata.

(a) Szamitsuk ki mennyi a valoszintisége, hogy beteg valaki, ha az els6 teszt pozitiv.

(b) Szamitsuk ki mennyi a valoszintisége, hogy beteg valaki, ha mind a két teszt pozitiv.

4. Az a, b, c oldalu ¢t teriiletii hegyesszogl haromszogre
abc=a+b+c

teljestil. Bizonyitsuk be, hogy

V3 3
ot <
2 2

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Hatarozzuk meg azon ki, ko, ..., k, és n pozitiv egészeket, amelyekre
ki + ko + +k ) 4 é ! + ! + + ! 1
co.+ ky=5n— és —F —+...+—=1
e ki kg ko

2. A szabélyos ABC haromszog belsé P pontjanak az AB, BC és C'A oldalakra es6 mergleges vetiilete legyen
rendre C’, A’ és B’. Jeldlje az APC’', BPA', CPB’' ¢s APB’, BPC', CPA’ haromszodgekbe irt kordk sugarat rendre
r1, T2, T'3 €S T4, I'5, 7. Bizonyitsuk be, hogy

T +Te+7T3=7T4+75+ 6.

3. A H=1{1;2;3;...;9} halmaz egy P particidjinak nevezziik azt, ha H-t diszjunkt részhalmazainak uni6jaként
irjuk fel. (A részhalmazok paronként kozos elem nélkiiliek.) Jelolje P(n) az n-t tartalmazo részhalmaz elemeinek szamat
(n € H). Példaul a P: {1;4;5} U {2} U{3;6;7;8;9} = H particié esetén P(6) = 5.

Pi(n) = Pi(m) és Py(n) = Py(m).

II1. kategoéria: Speciilis matematika tantervi gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé
1. Legyen f(z) =2, hax >0, és f(z) = 1, ha < 0. Legyen tovabba g(x) = f(z)/f(x — 1), és végiil
h(z) = g(z) +2g9(x/2) + 3g9(x/3) + . .. + 2008¢(x/2008).

Szamitsuk ki h(m)-t.



2. Tiikrozziik az ABC hegyesszogi haromszog egy belss pontjat az AB, BC, C A oldalakra, a tiikkorképeket jelolje
rendre R, P, illetve Q. Bizonyitsuk be, hogy az AQR, PBR és PQC koroknek van kozos pontja.

3. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor létezik racionalis szdmok négyzeteibdl allo,
n differenciaja, haromtagu szamtani sorozat, ha létezik n teriiletd, racionalis oldald, derékszogli haromszog.

4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok korében:

5. Mennyi 2 cosa + 6 cos § + 3 cosy minimuma, ha o, 3,y > 0és a+ 5+ v = 2n?

Maisodik (déntd) fordulé

1. Mutassuk meg, hogy ha aj, as,as, ... tetszleges pozitiv szamok, akkor
o0 oo
Zl/ai:oo és Zai/izzoo
i=1 i=1
o0
koziil legalabb az egyik teljesiil. (Pozitiv ¢1, ¢, ... szamok esetén Z ¢; = oo azt jelenti, hogy az s = c1+co+...+ck

i=1
Osszegek k novekedésével minden hataron tal nének.)

2. Vetitsiik az ABCD szabalyos tetraédert merélegesen egy a térben fekvd szamegyenesre, és legyenek a csucsok
vetiiletei rendre az a, b, ¢, d valés szamok. Fejezziik ki a tetraéder élhosszat a, b, ¢ és d segitségével.

latogatott el a fahoz, ketténél t6bben sohasem voltak egyszerre ott, de barmelyik két méhecske talalkozott valamikor
egymassal a fanal. Maximalisan hdny méhecskébdl allhat a méhraj?



