A népszert TOTO jatékban 13+1 focimeccs eredményét kell megtippelni. Nem a pontos végeredményt kell eltalalni,
hanem csak azt, hogy a két csapat koziil melyik nyer. Ha az otthon jatszé csapat gy&z, akkor a helyes tipp 1, ha a
vendégcsapat, akkor 2, ha pedig a meccs dontetlen, akkor x. A 14. meccs eredményét csak akkor veszik figyelembe,
ha az els§ 13 meccs mindegyikére helyes tippet adtunk. A jaték szervezdje minden héten kijeloli azokat a meccseket,
melyek kimenetelére tippelni kell. A jaték résztvevsi tippeket, azaz az 1, 2, x jelekbdl allo 13 4+ 1 hossza sorozatokat
készitenek. Minden tippért egy el6re meghatarozott Gsszeget fizetnek a szervezének (a magyarorszagi jatékban jelenleg
40 Ft-ot). Miutan lejatszottak a meccseket, a szervezs a tippekért beszedett pénz egy részét (Magyarorszagon kb.
50% -at) kiosztja azon jatékosok kozt, akik a legpontosabb eldrejelzéseket adtak. Altalaban a telitalalattal, tehat
ha valaki mind a 14 meccs kimenetelét eltalalta, jelent&s Gsszeget lehet nyerni, 10-nél kevesebb talalatért viszont
mar nem jar pénz. (A cikk irdsat megel6z6 hétvégén, 2007. aprilis 1-jén pl. a 13 4+ 1, 13, 12, 11 és 10 talalatos
szelvények nyeremeénye rendre 347 582, 95 065, 4 440, 508 és 170 Ft volt.) Miutan a szervezd a jatékosok éltal befizetett
pénznek csak egy részét osztja szét nyereményként, ezért nyilvan érdemesebb szervezének lenni, mint jatékosnak. Ezen
a moédon azonban Magyarorszagon nem nyerhetiink a TOTO-n, mert a szervezés allami monopolium. Jatékosként tSbb
lehet@ség kindlkozik. Megprobalhatunk némi pénzt adni az egyes csapatok csatarainak, hogy jatsszanak az atlagosnal
jobban, esetleg néhany kapust probalhatunk arra ravenni, hogy jatsszon a szokasosnal gyengébben, vagy némelyik birot
kérhetjiik meg arra, hogy érdekeinknek megfelelGen fajjon. Ezek azonban sportszerttlen dolgok. Ebben a cikkben arra
mutatunk néhany modszert, hogy ha a mérkdzések lehetséges kimenetelei egyforma valdsziniségiek, akkor hogyan
érhetiink el biztosan elére meghatarozott szamu talalatot a lehet6 legkevesebb tippel.

A tovabbiakban a dontetlen kimenetelt x helyett 0-val jeloljiik. Feladatunkat tehét kicsit altalanosabb forméaban a
kovetkezdképp fogalmazhatjuk meg:

Legyenek n és k rogzitett természetes szdmok. Tekintsik az n hosszi 0, 1, 2 jegyekbdl dllé sorozatok &, halmazdt.
Adjuk meg azt a lehetd legkisebb elemszami T C &, részhalmazt, melyre igaz, hogy &, bdarmely e eleméhez van olyan
T-beli t elem, amely e-tdl legfeljebb (n — k) helyen tér el.

Attérve a matematikiban szokasos elnevezésekre és jelolésekre, £, elemeit vektoroknak, az e € &, sorozat i-edik
elemét, e;-t pedig a vektor i-edik koordinatajanak (i = 1,2,...,n) nevezzik, és az

e=(e1,e2,...,€,)

jelolést hasznaljuk.

2. A Hamming-tavolsag

Azt, hogy egy tippben hany hiba van, az adja meg, hogy hany olyan koordindtaja van a tippvektornak, ami eltér
az eredményvektor megfelels koordinatajatol. Ezért természetes mdédon adddik a kdvetkezd definicié az &,,-beli elemek
egyméstol valo eltérésének mérésére:

Definici6. Az
X:($1,$2,...,In) és y:(ylayQa"'ayn)

En-beli elemek Hamming-tdvolsiga, d(x,y) azon i € {1,2,...,n} indexek szima, melyekre x; # y; teljesil.

Az igy mért eltérést azért nevezik tavolsdgnak, mert rendelkezik a geometriabol ismert ,szokasos” tavolsag legfon-
tosabb tulajdonsagaival. Ezeket a kovetkezd allitasban foglaljuk 6ssze.

1. allitas. Tetszdleges x,y, z vektorok Hamming-tdvolsdgdra

1. d(x,y) > 0, és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha x =y.
2. d(x,y) = d(y,x).

3. d(x,y) +d(y,z) > d(x,2).

(Allitasunkat roviden Ggy mondjak, hogy az £, halmaz a d Hamming-tavolsaggal ellatva metrikus teret alkot.)

Bizonyitas. Az 1. és a 2. éllitas nyilvanvaléan adodik a definiciobol. A 3. allitast hdromszdg-egyenldtlenségnek
nevezik, mert formalisan megegyezik az elemi geometridbol ismert, ugyanigy nevezett allitassal. Ha d(x,z) = m, akkor
pontosan m darab olyan koordinataja van x-nek és z-nek, amelyek kiilonboznek. Tekintsiik y-nak az ugyanilyen indext
koordinétait. Ezek mindegyike x és z megfelel§ koordinatai koziil legfeljebb az egyikkel egyezik meg, azaz legalabb az
egyikt6l kiilonbozik. Tehat ha csak ezeket a koordinatakat nézziik, méar akkor is 6sszesen legalabb m eltérés lesz y és
x, illetve y és z kozt. Attol fiiggben, hogy a tovabbi n — m koordindtaban van vagy nincs eltérés, lesz az allitasban
szigord egyenlGtlenség, illetve egyenlGség. [

A tavolsag segitségével a ,szokasos” modon definidlhatjuk a gémbdoket.



Definicié. Adott c € &, vektor és 0 < r egész szdm esetén c kézépponti r sugari gombnek nevezzik és B(c,r)-rel
jeloljik azon E,-beli elemek halmazdt, melyeknek c-tél valé Hamming-tavolsdga legfeljebb r. Azaz:

B(er) = {x € &,: d(e,x) <7}

Az, hogy egy gobmb hany vektort tartalmaz, csak a gomb sugaratol fiigg.

2. allitas. Tetszdleges kozéppont korili r < n sugarid gomb pontosan

> (1)
; )
1=0
vektort tartalmaz az £, halmazbol.
Bizonyitas. Ha a gomb kozéppontja e, akkor a gomb azokat a vektorokat tartalmazza, amelyek legfeljebb r

koordinataban térnek el e-t6l. Ha egy vektor pontosan ¢ koordinataban kiilonbézik e-t6l, akkor n -féleképp tudjuk
i

kivalasztani ezt az i darab koordinatat, s minden egyes koordinéta helyére egymastol fliggetleniil azt a 2—2 koordinatat
irhatjuk, amelyek kiilonboznek e megfelel§ koordinataitol. [

Ha az n meccset tartalmazé TOTO-ban azt szeretnénk, hogy legalabb k talalatunk legyen, akkor olyan {t1,ta, ..., t,,}
tipphalmazt kell megjatszanunk, amelyre a t; kozépponti (n — k) sugart gdmbok unidja tartalmazza a teljes &, hal-
mazt. Ha ugyanis ez teljesiil, akkor tetsz6leges e eredmény esetén lesz olyan t; tippiink, amelyre d(t;,e) < n — k, azaz
tippiink a helyes eredménnyel legalabb n — (n — k) = k koordinataban megegyezik.

Ebbél az észrevételbsl azonnal adodik kdvetkezs tételiink, melyet gombpakoldsi korldtnak neveznek:

3. tétel. Ha az n meccset tartalmazé TOTO-ban o T tipphalmazzal biztosan elérink legalabb k taldlatot, akkor a
tipphalmaz |T| elemszdmdra teljesiilnie kell a

371

T > = —
Zi:Ok (z) -2

egyenliotlenségnek.

Bizonyitas. A 2. allitas szerint minden (n — k) sugara gomb

vektort tartalmaz. Mivel a tippek koriili gombok uniéjanak tartalmaznia kell £,-t, ezért ha ezt a szdmot megszorozzuk
a tippek szamaval, akkor eredményiil legalabb &, elemszamét, azaz 3"-t kell kapnunk. [

3. J6 tipphalmazok

Nézziink meg el6szor két trivialis esetet. Ha biztos telitaldlatot szeretnénk elérni, akkor £ = n. Tehat a tippjeink
koriili 0 sugart gombok unidjanak, azaz maguknak a tippek halmazanak tartalmaznia kell £,-t. Vagyis biztos telita-
lalatot csak akkor érhetiink el, ha minden lehetGséget megjatszunk. (Ezt persze Hamming-tavolsag és gombok nélkiil
is tudtuk.) Mit kell tenniink, ha az n = 13 meccsbdl 4llo jatékban biztos 5 talalatot szeretnénk elérni? Legyen t;
(i =0,1,2) az a tipp, amelynek minden koordinataja i. Ezzel a harom tippel biztosan elériink legalabb 5 talalatot,
ugyanis minden 13 hosszi vektornak van legalabb 5 darab egyenlé koordinataja, hiszen ha egy vektor mindharom lehet-
séges koordinatabol legfeljebb 4-et tartalmazna, akkor hossza legfeljebb 3 x 4 = 12 lenne. Gémbdokkel megfogalmazva

allitdsunkat: )

U B(ti, 8) D &3.
i=0
A TOTO-ban azonban az 5 talalatos szelvénnyel nem lehet nyerni. Nyereményt altalaban csak a meccsek szamaval

majdnem megegyez6 talalatszamra fizetnek. Vagyis az érdekes tipphalmazok azok, melyekre (n — k) értéke kicsi.
A tovabbiakban bevezetjiik az n — k = r jelolést. Ekkor a 0 < r < n szam azt adja meg, hogy legfeljebb héany
meccs eredményét hibazhatjuk el. Nagy n értékekre a jo tipphalmazok megadasa nagyon nehéz feladat, még akkor
sincs a probléma csak néhény n-re megoldva, ha r = 1. A kovetkezd tablazatban 6sszefoglaljuk az ismert eredményeket
n <13 ésr =1,2,3 esetén. Az n-nel jelolt sor és az r-rel jelolt oszlop keresztezGdésében allo elsé szam a legjobb ismert
tipphalmaz elemszama, az utana zardjelben szerepld szam pedig az optimélis tipphalmaz méretére vonatkozo legjobb
also becslés. Ha nincs zardjelbe irt szam, akkor az azt jelenti, hogy a konstrukcié optimAlis, azaz be van bizonyitva,
hogy kevesebb tippel nem érhet6 el a kivant talalatszam. A zarojelben 1év6 becslés legtobbszor a 3. tételben szerepls
gémbpakolasi korlatboél kovetkezik, néhany esetben azonban jobb annél.



n\r 1 2 3
2 3 1
3 5 3 1
4 9 3 3
5 27 8 3
6 | 7363 7(12) 6
7 186 (150) 34 (26) 12 (7)
8 486 (393) 81 (52) 27 (13)
9 1356 (1048) 219 (128) 54 (25)
10 | 3645 (2818) 558 (323) 108 (57)
11 9477 (7767) 729 243 (115)
12 | 27702 (21395) 2187 (1919) 729 (282)
13 59 049 6561 (5062) 1215 (609)

Lathato, hogy 5 < nesetén csak azn = 11,r =2 ésazn = 13, r = 1 parok esetén éri el a legjobb ismert konstrukcio
a gombpakolasi korlatbol kdvetkezd lehetd legkisebb elemszamot. Ezekben az esetekben a konstrukciok kddelmeéletiek.
Ezekro6l részletesen olvashatunk Hraskd Andrds és Szényi Tamds [2] cikkében. Némelyik tipphalmaz (kicsi n értékekre)
a cikk végeén talalhato feladatok segitségével allithato els. Erdemes azt is megfigyelniink, hogy 13 meccs esetén a biztos
12 talalat eléréséhez 59 049 tippre van sziikségiink, ami jelenleg 2 361 960 Ft-ba keriil. Ezt 6sszehasonlitva a kordbban
emlitett nyereménnyel (4 440 Ft), lathaté hogy sajnos a TOTO-val sem lehet biztosan meggazdagodni.

A most kovetkezs példaban n = 4 és r = 1 esetén adjuk meg az egyik optimaélis konstrukciot, ami a harmadrendi
véges affin sik tulajdonsigait hasznalja. A véges affin sikokrol részletesen olvashatunk a lapunk 2006. decemberi
szamaban megjelent [3] cikkben, vagy a [4] konyvben. Most csak a tovabbiakban #H-val jelolt harmadrendd affin
sik legfontosabb tulajdonsagait foglaljuk Gssze.

H-t legegyszertibben egy derékszogl koordinata-rendszerrel ellatott klasszikus euklidészi sik mintajara képzelhetjiik
el, csak most a valos szamok helyett a {0;1;2} halmaz elemeivel koordinatazunk és modulo 3 szamolunk. Legyenek
H pontjai az olyan rendezett (a,b) parok, ahol a,b € {0;1;2} (a klasszikus esetben a sik pontjai a valos szamokboél
készitett rendezett paroknak felelnek meg). Az egyenesek kétfélék: egyrészt az [m,d] tipusa rendezett parok, ahol
m,d € {0;1;2}, masrészt a [c] tipust elemek, ahol ¢ € {0;1;2} (a klasszikus esetben a sik nem fiigg6leges egyenesei
egyértelmien megadhatok m meredekségiikkel és azzal a (0,d) ponttal, ahol az Y tengelyt metszik, mig a fiigg6leges
egyenesek egyértelmtien leirhatok azzal a (c,0) ponttal, ahol az X tengelyt metszik). Két egyenesre azt mondjuk,
hogy pdrhuzamosak, ha mindkettd [c] tipusd, vagy ha mindketts [m, d] tipust és a két egyeneshez tartozé m értékek
megegyeznek. Az (a,b) pont akkor és csak akkor van rajta az [m,d] egyenesen, ha teljesiil, hogy

b=ma+d (mod 3)

(azaz az ma + d szdm 3-mal osztva b-t ad maradékul), a [¢] egyenesen pedig pontosan akkor, ha a = c. A klasszikus
esethez hasonloan azt mondjuk, hogy az [m, d] egyenes egyenlete Y = mX + d, illetve a [c] egyenes egyenlete X = c.
A sikon tehat 3-3 =9 pont és 3-3+ 3 = 12 egyenes van. Az dbrdn H pontjai koordinataikkal, egyenesei pedig (amik
persze az abran nem rajzolhatok meg gy, mint az euklidészi sik egyenesei) egyenletiikkel egyiitt szerepelnek.

Y =2X+2 F(1;2) Y=X
C(0;2) J(2;2)
Y=X+2 Y =2X+1
B(0;1) Bt H(2;1)
A(0;0) D(1;0) G(2;0)
Y=X+1 Y =2X

Az &bra alapjan is konnyen ellendrizhetjiik, hogy H rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsigokkal:

o Bdarmely két kilonbézd pontnak egyértelmien létezik dsszekitd egyenese.

o H minden egyenesén 3 pont van és minden ponton dt 4 egyenes megy.



e Ha a sik P pontja nincs rajta a sik e egyenesén, akkor P-n dt pontosan egy e-vel parhuzamos egyenes megy.
A sik egyenesei pdrhuzamossdgi osztalyokba sorolhatok gy, hogy két egyenes pontosan akkor van eqy osztdlyban,
ha pdarhuzamosak. Minden osztdalyban 3 darab egyenes van, a sik minden pontjan dt minden osztdlybol pontosan

egy egyenes megy.

A tippeket a H sik pontjainak feleltetjiik meg. Minden P ponthoz hozzarendeliink egy négy hosszi vektort, melynek
minden koordinataja 0, 1 vagy 2, a kovetkezé moédon: Tekintsiik a stk P-n &tmend négy egyenesét. Ezek koziil pontosan
egy-egy tartozik a sik mind a négy parhuzamossagi osztalyaba. Ha az egyenesek egyenlete rendre

X=c, Y=d Y=X+e és Y=2X+f,

akkor a P-hez rendelt vektor legyen

P — p=(ede,f).
(Tehat az dbran lathato D(1;0) ponthoz a d = (1;0;2; 1) vektort rendeljiik, mert a D-n atmend egyenesek egyenletei
Y=1,X=0,Y=X+1éY =2X+1.)

Ha P és @ a sik két kiilonb6z6 pontja, akkor a hozzajuk rendelt két vektornak, p-nek és g-nak pontosan egy
koordinataja egyezik meg, hiszen a sikon a két pontnak egyértelmien létezik 6sszekotd egyenese. Vagyis a két vektor
Hamming-tavolsaga d(p,q) = 3. Ez viszont azt jelenti, hogy ha a sik pontjaihoz rendelt vektorok koré 1 sugaru
gémboket irunk, akkor azoknak nem lesz kozos pontjuk. Ha ugyanis k ilyen lenne, akkor a haromszog-egyenlGtlenséget
alkalmazva a

3=d(p,q) <d(p,k) +d(q,k) <1+1=2
nyilvanvalé ellentmondast kapnank.

Minden gomb 1+4-2 = 9 vektort tartalmaz, tehat a sik 9 pontjahoz tartozé gémbok dsszesen 9-9 = 81 = 34 vektort,
vagyis az £ halmaz minden elemét tartalmazzak. Ezért a 4 meccsbél allo6 TOTO-ban biztos 3 taldlatot érhetiink el az
alabbi tippsorozattal (a vektorokat a harmadrendi sik pontjaihoz az abréan lathato jeloléseknek megfelelGen rendeltiik):

A (0;0;0;0)
B: (0;1;1;1)
C: (0;2;2;2)
D: (1;0;2;1)
E: (1;1;0;2)
F: (1;2;1;0)
G: (2;0;1;2)
H: (2;1;2;0)
J: (2;2;0;1)
Feladatok

1. Adjunk meg n = 2 esetén 3 tippet, melyekkel biztos 1 taldlatot ériink el. Mutassuk meg, hogy 2 tipp esetén
el6fordulhat, hogy 0 taldlatunk lesz.

2. Adjunk meg n = 4 esetén 3 tippet, melyekkel biztos 2 talalatot ériink el. (Gondoljunk arra, hogyan kell 13 meccs
esetén biztos 5 talalatot csinalni.)

3. Az n = 3 esetben, ha biztos 2 talalatot szeretnénk elérni, akkor a gombpakolasi korlatbol azt kapjuk, hogy ehhez
legalabb 4 tippre van sziikségiink (mert 21 = 3(1 +3-2) < 2% < 4(1 4 3 -2) = 28). Mutassuk meg, hogy ekkor a
gombpakolasi korlat nem éles, azaz legalabb 5 tippre van sziikségiink a biztos 2 taldlat eléréséhez.

4. Adjunk meg 27 tippet, amelyekkel biztos 4 talalatot ériink el az 5 meccset tartalmazé jatékban.

5. Bizonyos esetekben a meccsek kétesélyesek (azaz feltételezziik, hogy a harom lehetséges eredmény koziil az
egyik biztosan nem fog bekovetkezni). Ilyenkor 0-1 sorozatokkal modellezhetjiik a tippeket. Hogyan szél n darab
kétesélyes meccs estén a 3. tételben szerepls gombpakolasi korlat megfelelGje? Adjunk meg olyan 16 elemi tipphalmazt
a 7 kétesélyes meccsbdl allo jatékban, amellyel biztos 6 taldlatot ériink el.
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