1. feladat. A F6ld—Hold rendszer fej16dés

A tudosok nagy pontossaggal meg tudjik hatarozni a Fold-Hold tavolsagot. Ezt ugy végzik el, hogy tirhajosok
altal 1969-ben a Holdra helyezett specialis tiikorre 16tt lézersugér visszaverddési idejét meérik (hatso belss boritod, bal
fels abra).

Ilyen moédszerrel kozvetleniil megmutathatd, hogy a Hold lassan tavolodik a Fo6ldt6l, azaz a Fold—Hold tavolsag
id6ben lassan novekszik. Ennek oka az, hogy az arapdly jelenség soran a Fold forgatonyomatékkal hat a Holdra, és
igy (palya-) impulzusmomentumat (perdiiletét) megvaltoztatja (1. d@bra). Ebben a feladatban ennek a jelenségnek a
legfontosabb paramétereit vizsgaljuk meg.
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1. dbra. A Hold gravitaciés hatasa kovetkeztében a Fold vizfelszinén arapaly deformaciok, kitliremkedések (,,bulges”)
jonnek létre. A Fold forgasa miatt a kitiiremkedések tengelye nem esik pontosan egybe a Fold—Hold egyenessel. Ez a
kis eltérés olyan forgatonyomatékot eredményez, mely a Fold forgasdnak impulzusmomentumét csokkenti, a Hold
palya menti impulzusmomentumat pedig néveli. Az dbra nem méretaranyos

1. Impulzusmomentum-megmaradas

Legyen L; a Fold-Hold rendszer jelenlegi impulzusmomentuma. Eljiink a kovetkezd kozelits feltevésekkel:

i) L1 csupan a Foldnek a tengely koriili forgasabol ad6dé impulzusmomentumanak és a Holdnak a Fold koriili
keringésébol adodo (pélya-)impulzusmomentumaénak dsszege.

i1) A Hold pélyaja koralaku, és a Hold pontszertinek tekinthetd.

ii1) A Fold forgastengelye és a Hold keringésének tengelye parhuzamos.

iv) A szédmolas egyszeriisitése érdekében ugy tekintjiik, hogy a mozgas a Fold kozéppontja koriil megy végbe,
nem pedig a rendszer tomegkozéppontja koriil. Ebben a feladatban mindeniitt minden tehetetlenségi nyomatékot,
impulzusmomentumot illetve forgatényomatékot a Fold tengelyére vonatkoztatunk.

v) A Nap hatasat elhanyagoljuk.

1.a. Add meg a Fold—Hold rendszer jelenlegi teljes impulzusmomentumét! Vélaszodat a kovetkez mennyiségek-
kel fejezd ki: a Fold tehetetlenségi nyomatéka: Iy; a Fold forgasanak jelenlegi szogsebessége: wri; a Hold jelenlegi
tehetetlenségi nyomatéka a Fold tengelyére vonatkoztatva: Ifi; a Hold keringésének jelenlegi szogsebessége: wyj .

Ez az impulzusmomentum-atadasi folyamat addig tart, amig a Fold forgasanak peridédusideje egyenlévé nem valik
a Hold Fold koriili keringésének idejével. Ekkor a Hold altal az 6ceanok felszinén okozott arapaly kitiiremkedések
(,,bulges”) tengelye egybe fog esni a Fold-Hold egyenessel, és a két égitest kozti forgatonyomaték nullava valik.

1.b. Add meg a Fold-Hold rendszer teljes Lo impulzusmomentumét ebben a végss helyzetben! Ugyanazokkal az
egyszertsits feltevésekkel dolgozz, mint az 1.a. feladatban. Végeredményedet a koévetkezd mennyiségekkel fejezd ki:
a Fold tehetetlenségi nyomatéka: Ir; a Fold forgasanak és a Hold keringésének végss szogsebessége: wo; a Hold végsd
tehetetlenségi nyomatéka: Iio.

1.c. A végsé teljes impulzusmomentumban a Fold forgasanak jarulékat elhanyagolva ird fol az impulzusmomentum-
megmaradas egyenletét erre a probléméral

2. Végs6 palyasugar és végss szogsebesség a Fold—Hold rendszerben

Tegyiik fol, hogy a Holdat a gravitacios eré minden esetben a Fold koriili korpalyén tartja. A végsd, teljes impul-
zusmomentumban a Fold forgasanak jarulékat hanyagoljuk el.

2.a. A végsS helyzetben ird f6l a Fold koriil keringé Holdra a kormozgas alapegyenletét a kovetkezs mennyiségek
felhasznalasaval: My, we, G és Do, ahol Dy a végs6 tavolsag a Fold és a Hold kozott, Mp a Fold tomege, G pedig a
gravitacios allando.

2.b. Add meg a Hold végsé palyasugarit, Da-t a kdvetkez6 mennyiségekkel: a rendszer teljes impulzusmomentumas:
Lq; a Fold, illetve a Hold tomege: My, illetve My; a gravitaciés allandé G.

2.c. Add meg a Fold—Hold rendszer végs6 wo szogsebességének képletét az L1, My, My és G mennyiségek segitsé-
gével!

Most Dy és wo szamszerd értékét hatarozzuk meg. Ehhez sziikség van a Fold tehetetlenségi nyomatékara.

2.d. Tételezziik f6l, hogy a Fold striisége beliil, a kézépponttol r; sugarig o1, mig ezen kiviil, tehat az r1 sugartol
a felszinig, ro-ig a sirtség po. Add meg a Fold Ir tehetetlenségi nyomatékanak képletét (2. dbra)!

LA hivatalos megoldast és a mérési feladatot a K6MaL novemberi szamaban ismertetjiik.
A feladatok kidolgozaséara 5 ora allt rendelkezésre.
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2. abra. A gomb alaka Fold a két kiilonbo6zs, o1 és go strtiségl tartomannyal

Ebben a feladatban a kért szimadatokat minden esetben két értékes jegy pontossaggal hatarozd meg!

2.e. Hatarozd meg a Fold Ir tehetetlenségi nyomatékanak szameértékeét, felhasznélva, hogy o1 = 1,3 - 10 kg m~3,
1 =3,5-10°m, g = 4,0 -10° kg m > és

ro = 6,4-10° m.

A Fold, illetve a Hold témege Mp = 6,0 - 10°* kg, illetve My = 7,3 - 10*2 kg. A két égitest jelenlegi tavolsiga
D; = 3,8-10° m. A Fold forgasanak jelenlegi szogsebessége wpy = 7,3 - 1075 s71. A Hold Fold koriili keringésének
jelenlegi szogsebessége why = 2,7-107% s71, a gravitacios allando értéke pedig

G=06,7-10"" m3kg's72.

2.f. Hatarozd meg a rendszer L teljes impulzusmomentumanak szamértékét!

2.g. Hatarozd meg a végss, Do palyasugéar értékét méterben, valamint a jelenlegi, Dy pélyasugar aranyaban!

2.h. Hatéarozd meg a végss, wy szogsebesség értékét s~ 1-ban, valamint add meg a végss helyzetben egy nap hosszat
a jelenlegi nap hosszanak aranyaban!

Ellendrizd, hogy a végsg, teljes impulzusmomentumban a Fold forgasabol adodo jarulék valoban elhanyagolhato!
Ehhez azt kell megmutatni, hogy a Fold és a Hold végsé impulzusmomentumanak aranya kis szam.

2.i. Hatarozd meg a végss helyzetben a Fold és a Hold impulzusmomentumanak aranyéat!

3. Mennyivel tavolodik a Hold évenként?

Ebben a részben azt hatarozzuk meg, hogy mennyivel tavolodik a Hold a Fo6ldtsl évenként. Ehhez el6szor ki kell
szamolni, hogy jelenleg mekkora forgatonyomatékot fejt ki a Fold a Holdra. Tegyiik fel, hogy az arapély deforméciobol
szarmazo kitiiremkedések két m tomegi tomegponttal kozelithetSek, melyek a Fold felszinén helyezkednek el (3. dbra).
Legyen tovabba 9 a Fold-Hold egyenesnek a kitiiremkedések tengelyével bezart szoge.

Hold
mozgasa
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forgdsa

3. dbra. Vazlat a dagaly-kitiiremkedések altal a Holdra kifejtett forgatonyomaték szamoldsahoz. Az dbra nem
méretaranyos

3.a. Add meg a Holdhoz kiézelebbi tomegpont Holdra haté gravitacios erejének F, nagysagat!

3.b. Add meg a Holdtol tavolabbi témegpont Holdra haté gravitacios erejének Fy nagysagat!

Ezutan meghatarozhatjuk a témegpontok forgatonyomatékat.

3.c. Hatarozd meg a kozelebbi tomegpont Holdra hato 7. forgatonyomatékanak nagysagat!

3.d. Hatarozd meg a kozelebbi témegpont Holdra haté 7; forgatéonyomatékanak nagysagat!

3.e. Hatarozd meg a két tomegpont 7 eredd forgatonyomatékanak nagysagat! Mivel ro < D1, az eredményt o/ D
elsé nem elting hatvanyaig sorbafejtve add meg. Felhasznalhatod, hogy (1 + z)* ~ 1 + ax, ha v < 1.

3.f. Add meg a 7 forgatonyomaték szameértékét, felhasznalva, hogy ¥ = 3°, és m = 3,6 - 10'® kg. (Megjegyzends,
hogy ennek a tomegnek a nagysagrendje 10~ 5-szorosa a Fold tomegének. )

Felhasznalva, hogy a forgatényomaték az impulzusmomentum idébeli valtozasi sebessége, hatarozd meg a Fold—
Hold tavolsag éves novekedésének jelenlegi értékét! Ehhez fejezd ki a Hold impulzusmomentumat kizardlag az My,
Mpg, D, és G mennyiségekkel.

3.g. Hatarozd meg a Fold—Hold tavolsag évenkénti névekedésének jelenlegi értékét!

Végiil becsiild meg, hogy mennyivel n6 egy év alatt egy nap hossza.

3.h. Add meg, hogy egy év alatt mennyivel csokken wpi, és jelenleg mennyivel né egy nap hossza egy év alatt!

4. Hova lesz az energia? Az impulzusmomentummal szemben, ami megmarad, a rendszer teljes mechanikai
energiaja (forgési és gravitacios) nem allando. Az utolsé részben ezt a kérdést vizsgaljuk.



4.a. Add meg a F6ld-Hold rendszer teljes E mechanikai energiajat (forgasi- plusz gravitacios energiajat) az égitestek
jelenlegi helyzetében! Az eredményt kizarolag az Ir, wp1 , My, My, D1 és G mennyiségekkel fejezd ki!

4.b. Fejezd ki az F energia megvaltozasat, AFE-t a D; és wp; mennyiségek megvaltzasaval! Hatarozd meg AF
szamszerd értékét egy évre vonatkoztatva, felhasznalva a Dy és wpp mennyiségek megvaltozasanak 3g és 3h pontban
kiszamolt értékét!

Most ellendrizziik, hogy az igy kapott energiaveszteség Osszeegyeztethets azzal a hével, amit a Hold arapaly hatéasa
hoz létre a Foldon. Tegyiik f6l, hogy a dagaly atlagosan 0,5 m-rel emel meg egy h = 0,5 m mély vizréteget, a Fold
teljes felszinén. (Az egyszertiség kedvéért tegylik fol, hogy a Fold teljes felszine vizzel van boritva.) Ez az emelkedés
(dagaly) minden nap kétszer kovetkezik be. Tegyiik fel tovabba, hogy a viz viszkozitadsanak kovetkeztéban ennek a
gravitacios energianak 10%-a disszipalodik hé formajaban apaly alkalméaval. A viz stirtisége oyy, = 10° kg m~>, és a
Fold felszinén a gravitacios gyorsulas ¢ = 9,8 m s~ 2.

4.c. Mekkora a szoban forgo feliileti vizréteg tomege?

4.d. Hatérozd meg, hogy mennyi energia disszipalodik egy év alatt! Milyen viszonyban all ez a F6ld-Hold rendszer
mechanikai energidjanak jelenlegi évenkénti csokkenésével?

2. feladat. Lézeres Doppler-hiités és optikai szirupok

Ennek a feladatnak az a célja, hogy egyszeri elméleti megfontolassal megértsed a ,lézeres hiités” és az ,optikai
szirup” jelenségeket. Ez azt jelenti, hogy semleges atomok (&ltalaban alkéli fémek) nyalabjat egyméssal szemben
halado, azonos frekvenciaju lézersugarakkal hiitjiik. Ezért kapott 1997-ben fizikai Nobel-dijat S. Chu, P. Phillips és
C. Cohen-Tannoudji.

A hatso belss boritd jobb fels§ képe natrium atomokat abrazol (a fényes pont kozépen), melyek harom, egyméasra
merGleges lézersugar-par keresztez6désében vannak csapdazva. A csapda teriiletét szokas ,optikai szirup”™nak (,optical
molasses”) nevezni, mivel a disszipativ optikai erd a szirupon athaladé testekre hato viszkozus erdre emlékeztet.

Ebben a feladatban egy foton és egy atom egyszert kolcsonhatasat és a disszipaciés mechanizmust fogod vizsgalni
egy dimenziéban.

I. rész: A lézeres hiités alapjai

Tekints egy m tOmegl atomot, amely a +x irdnyban, v sebességgel mozog. Az egyszertség kedvéért vizsgald a
problémét egy dimenzidban, azaz ne foglalkozz az y és z iranyokkal (4. dbra). Az atomnak két belsd energiaszintje
van. Az alapéllapot energiajat nullanak tekintjiik, a gerjesztett allapot energidja pedig hwp, ahol i = h/27. Az atom
kezdetben alapallapotban van. Egy lézersugar, melynek a laboratérium koordinata-rendszerében mért korfrekvenciaja
wr, a —x irdnyban halad, és {itkozik egy atommal. Kvantummechanikai szempontbdl a lézersugéar nagyszamu egyfor-
ma fotonbol &ll, melyek energidja hwyp és impulzusa —hq. A fotont elnyelheti egy atom, amely azt késébb spontan
kibocsatja; ez a kibocsatas (emisszid) azonos valoszintséggel torténhet a +x és a —z irdnyban. Mivel az atom nem-
relativisztukus sebességgel mozog, v/c < 1 (ahol ¢ a fénysebesség). Vedd figyelembe azt is, hogy hg/mv <« 1, azaz
az atom impulzusa sokkal nagyobb egy foton impulzusianal. A valaszaidban mindkét mennyiségnek csak az elsérendi
(linearis) tagjait vedd figyelembe.
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fotonnal titkozik. Az atomnak két bels allapota van fiwy energiakiilonbséggel

Feltételezd, hogy a lézer wy, korfrekvenciaja gy van hangolva, hogy a mozgé atom rendszerébdl nézve rezonanciaban
van az atom bels6é dtmenetével. Valaszolj a kovetkezs kérdésekre:

1. Elnyelés (abszorpcio)

1.a. Add meg a foton elnyelésének (abszorpcidjanak) rezonanciafeltételét!

1.b. Add meg az atom p, impulzusat az elnyelés utan, a laboratérium rendszerébdl nézve!

1.c. Add meg az atom ¢, teljes energiajat az elnyelés utan, a laboratérium rendszerébdl nézve!

2. Egy foton spontan kibocsatasa (emissziéja) a —x iranyban
Az 1itkoz6 foton elnyel6dése (abszorbeidja) utdn valamennyi id6vel az atom egy fotont bocsathat ki (emittalhat) a
—x irdnyban.



2.a. Add meg a kibocsatott foton e energiajat a —z irdnyt emisszios folyamat utan, a laboratérium rendszerébdl
nézve!

2.b. Add meg a kibocsatott foton p¢ impulzusat a —x irdnyt emisszios folyamat utén, a laboratorium rendszerébdl
nézvel

2.c. Add meg az atom p, impulzusit a —z irdnyt emisszios folyamat utén, a laboratérium rendszerébdl nézve!

2.d. Add meg az atom €, teljes energiajat a —z irdnyt emisszios folyamat utan, a laboratorium rendszerébdl nézve!

3. Egy foton spontan kibocsatasa (emissziéja) a +x iranyban

Az itkoz6 foton elnyelGdése (abszorbeidja) utdn valamennyi idével az atom egy fotont bocsathat ki (emittalhat) a
+x irdnyban.

3.a. Add meg a kibocsatott foton ef energiajat a +x irdnyt emisszios folyamat utan, a laboratérium rendszerébdl
nézve!

3.b. Add meg a kibocsatott foton p¢ impulzusat a +x irdnyt emisszios folyamat utan, a laboratorium rendszerébdl
nézve!

3.c. Add meg az atom p, impulzusat a +z irdnyt emisszios folyamat utén, a laboratérium rendszerébdl nézve!

3.d. Add meg az atom ¢, teljes energiajat a +z irdnyt emisszios folyamat utan, a laboratorium rendszerébdl nézve!

4. Atlagos kibocsatas (emisszié) az elnyelés (abszorpcié) utan

A foton spontan kibocsatasa egyforma valosziniiséggel torténhet a —x vagy a +z irdnyban. Ezt figyelembe véve
valaszolj a kovetkezs kérdésekre:

4.a. Add meg a kibocsatott foton e atlagos energiajat az emisszids folyamat utan!

4.b. Add meg a kibocsatott foton pr atlagos impulzusit az emisszios folyamat utan!

4.c. Add meg az atom ¢, atlagos teljes energidjat az emisszios folyamat utan!

4.d. Add meg az atom p, atlagos impulzusat az emisszios folyamat utan!

5. Energia- és impulzusatadas

Tekints egy teljes egyfotonos elnyelési-kibocsatasi (abszorpcios-emisszios) folyamatot, ahogy azt az eddigiekben
targyaltuk. A lézersugar és az atom kozott egy eredd atlagos impulzus- és energiaatadas figyelhets meg.

5.a. Add meg az atom Ac atlagos energiavéiltozasat egy teljes egyfotonos elnyelési-kibocsatési folyamat utan!

5.b. Add meg az atom Ap atlagos impulzusvaltozasat egy teljes egyfotonos elnyelési-kibocsatési folyamat utan!

6. Energia- és impulzusatadas egy +x iranya lézersugéarral

Tekints most egy olyan lézersugarat, amelynek w) a korfrekvenciaja és a +x irdnyban halad, mikdzben az atom
szintén a +x irdnyban halad v sebességgel. Azt feltételezve, hogy az atom bels6 atmenete és a lézersugéar kozott az
atom rendszerébdl nézve teljesiil a rezonanciafeltétel, valaszolja kovetkezs kérdésekre:

6.a. Add meg az atom Ac atlagos energiavéiltozasat egy teljes egyfotonos elnyelési-kibocsatési folyamat utan!

6.b. Add meg az atom Ap atlagos impulzusvaltozasat egy teljes egyfotonos elnyelési-kibocsatési folyamat utan!

IL. rész: Disszipaci6 és az optikai szirup alapjai

A természetben a kvantumfolyamatokat elkeriilhetetleniil bizonytalansag kiséri. Igy az a tény, hogy az atom az
elnyelés utan véges idével bocsat ki egy fotont, azzal a kévetkezménnyel jar, hogy a rezonanciafeltétel nem teljesiil
egzaktul, ugy ahogy azt eddig targyaltuk. Azaz a lézersugéar wy, és w} korfrekvenciaja barmilyen értéket felvehet, és az
elnyelés (abszorpcid) mégis bekovetkezhet. Az elnyelés kiilonb6z6 (kvantum)valdszintséggel torténik, és — mint ahogy
azt sejteni lehet — a legnagyobb valoszintiséggel éppen a rezonanciafeltétel egzakt teljesiilésekor. Egy foton elnyelése
és kibocsatasa kozott atlagosan eltels id6t a gerjesztett allapot élettartamanak nevezziik, és igy jeloljitk: T 1.

Tekintsilink egy IV atomboél 4116, a laboratérium koordinatarendszeréhez viszonyitva nyugalomban 1évé atomhalmazt,
és egy ra esé wy korfrekvenciaju lézersugarat. Az atomok folyamatosan fotonokat nyelnek el és bocsatanak ki, ugy,
hogy atlagosan N atom van gerjesztett allapotban (és igy N — N, atom alapéllapotban). Kvantummechanikai szamitas
eredményeként adodik, hogy:

0%

(wo —wr)” + 203’

Ny=N

ahol wp az atomi dtmenet rezonancia-korfrekvencidja, és Qr az tgynevezett Rabi-frekvencia; Q% ardnyos a lézersugar
intenzitdsdval. Lathatod, hogy ez az érték — ahogy mér emlitettiik — akkor is kiilonbozik nullatél, ha wy nem egyezik
meg a lézersugar wy, korfrekvencidjaval. Az el6bbi eredményt gy is kifejezhetjiik, hogy idGegységenként bekovetkezs
elnyelési-kibocsatasi (abszorpcios-emisszios) folyamatok szama NI

Tekintsd az 5. dbrdn lathato fizikai elrendezést, ahol két szemben haladé lézersugar egymaéassal azonos, de amuigy
tetszdleges wy, korfrekvenciaval iitkozik az N atombol allo, +x irdnyban v sebességgel mozgéd gaznak.
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5. dbra. Két szemben halado lézersugar egymassal azonos, de amugy tetszdleges wy, korfrekvenciaval litkozik az N
atombdl allo, 4z irdnyban v sebességgel mozgo gaznak

7. A lézer altal az atomnyalabra kifejtett eré

7.a. Az eddigi informaciok alapjan hatarozd meg azt az er6t, amit a lézersugér kifejt az atomnyalabra! Hasznald
ki, hogy muv > hq.

8. Kissebességii hatareset. Most tételezd fel, hogy az atomok sebessége elég kicsi ahhoz, hogy az er6 a v sebesség
els6 rendd tagjaval kozelithetd.

8.a. Hatarozd meg a 7.a. feladatban meghatarozott erd kifejezését ebben a kozelitésben!

Felhasznalva ezt az eredményt megkeresheted annak a feltételét, hogy a lézersugar az atomnyaldbot gyorsitja,
lassitja, illetve nem hat ra.

8.b. Add meg annak a feltételét, hogy az erd pozitiv (gyorsitja az atomokat)!

8.c. Add meg annak a feltételét, hogy az ers nullal

8.d. Add meg annak a feltételét, hogy az er6 negativ (lassitja az atomokat)!

8.e. Most tedd fel, hogy az atomok —v sebességgel mozognak (a —z iranyban). Add meg annak a feltételét, hogy
az er$ lassitsa az atomokat!

9. Optikai szirup. Negativ erd esetében egy disszipativ sirlédoé erét kapunk. Tedd fel, hogy kezdetben, amikor
t =0, a gaz atomjai vy sebességgel mozognak.

9.a. Kissebességes kozelitésben hatdrozd meg az atomok sebességét azutén, hogy a lézersugarak 7 ideje be vannak
kapcsolva.

9.b. Most tételezd fel, hogy a géz atomjai kezdetben T hémeérsékleten termikus egyensilyban vannak. Hatarozd
meg a T hémérsékletet azutan, hogy a lézersugarak 7 ideje be vannak kapcsolva.

(A modell azonban nem teszi lehet&vé tetsz6legesen kicsi hdmeérséklet elérését.)

3. feladat. Miért olyan nagyok a csillagok?

A csillagok forré gazgombok, melyek ragyogasat a belsejiikben lezajlé magfuzio adja. Leggyakoribb esetben e
folyamat soran hidrogénbdl hélium keletkezik. Ebben a problémaban klasszikus mechanikai, illetve kvantummechanikai
fogalmak, valamint elektrosztatikai, termodinamikai Osszefiiggések segitségével keressiik a valaszt arra a kérdésre, hogy
kritikus tOmeg és sugar értékét is meghatarozzuk. (A Naprol, mint csillagrol lathato kép a hatso belsé boriton jobbra
kozépen.)

Fontos fizikai allandék:

gravitacios allando: G = 6,7- 1071 m®kg™

Boltzmann-allando: k =1,4-1072% J K™ 1;

Planck-allandé: h = 6,6 - 1073* m?kg s,

proton témege: m, = 1,7 - 10727 kg;

elektron tomege: m, = 9,1 - 107! kg;

elemi téltés: ¢ = 1,6 - 1077 C;

vakuum permittivitas: eo = 8,9 - 1072 C2N~'m~2;

Nap sugara: Ry = 7,0 - 10% m;

Nap tomege: My = 2,0 - 10%° kg.

182;

1. Csillagok kozponti hémeérsékletének klasszikus becslése

Tegyiik f6l, hogy a csillagot formald gaz tiszta ionizalt hidrogén, azaz elektronok és protonok azonos aranyu
hogy 107'° méternél kozelebb keriiljenek egymashoz, mivel csak ilyen kis tavolsag esetén valik a rovidtavi magerd
meghatarozovi. Azonban ahhoz, hogy ilyen kozel keriiljenek egyméashoz, le kell gy6zniiik a Coulomb-taszitast. Tegyiik
fel, hogy két klasszikus, pontszeri részecskének tekintett proton vyy,s nagysagi, egymassal ellentétes iranya sebességgel
halad egymas felé egy egyenes mentén, és frontalisan titkozik. Itt v.ns a termodinamikai dtlagsebesség (sebességnégyzet
atlaganak a gyoke; az index az angol root-mean-square kifejezésre utal).

1.a. Hatarozd meg azt a kritikus 7, h6mérsékletet, amely esetén két iitkoz6 proton kozti minimalis d. tavolsag
éppen 10715 m! A keresett értéket, és ebben a feladatban minden tovabbi szamszeri eredményt két értékes jegyre adj
meg!

2. Annak igazolasa, hogy az el6z6 hémérséklet-becslés hibas

Ahhoz, hogy ellendrizziik el6z6 becslésiink megbizhatosagat, még egy fiiggetlen modszerre van sziikségiink a csil-
lagok kozponti hémérsékletének meghatarozasara. Egy valodi csillag felépitése meglehetGsen bonyolult, de néhany
egyszertsits feltevés hasznalataval a lényeget konnyen megérthetjiik. A csillagok egyensilyban vannak, ami azt jelenti,
hogy se nem tagulnak, se nem htzdédnak Gssze, mert a befelé mutaté gravitacios erd egyensilyt tart a kifelé mutatd
nyoméssal (6. d@bra). Egy, a kézépponttol r tavolsagban levs gazréteg hidrosztatikai egyensilyat a

AP GM,or
Ar r2




egyenlet fejezi ki, ahol P a géz nyomésa, G a gravitaciés allandd, M, a csillag r sugara gomboén beliil es§ részének
tomege, o, pedig a gézréteg stirtisége.

Ar

e

AIDZIDki_Pbe

6. dabra. A csillagok hidrosztatikai egyensulyban vannak, a nyomaés-valtozassal a gravitacié tart egyensulyt

A csillag kozponti hémérsékletére nagysagrendi becslést kaphatunk, ha a paramétereknek a kdzéppontban és a
csillag felszinén felvett értékét hasznéljuk, tehat a kovetkezd kozelitésekkel éliink:

AP~ Py — P,
ahol P. a kozponti, Py pedig a feliileti nyomas. Mivel P, > P, feltehetjiik, hogy
AP ~ —P,.
Ugyanezzel a kozelitéssel élve, a ,rétegvastagsagra” az adodik, hogy
Ar =~ R,

ahol R a csillag (teljes) sugara, valamint
M, ~ Mg = M,

ahol M a csillag teljes tomege.
A stirtség kozelithets a kozéppontban felvett értékével,

Or = Qc-

Feltehetjiik tovabba, hogy a nyomas az ideélis gaztorvénybdl szamolhaté.

2.a. Hatarozd meg a csillag kdzéppontjaban a T, hémérsékletet kizarolag a csillag sugaranak, tomegének, valamint
fizikai allandoknak a segitségével!

A fenti modell teszteléséhez vizsgaljuk meg a kapott eredmény egy egyszerd kovetkezményét:

2.b. A 2.a. pontban kapott egyenlség alapjan add meg a vizsgalt csillagokra az M/R arany becsiilt értékét
kizarolag fizikai allandok és T, fliggvényében!

2.c. A T, hémérsékletnek az 1.a. pontban meghatarozott értéke alapjan hatarozd meg szamszertien a csillagok
M /R aranyéanak josolt értekét!

2.d. Most szamold ki a Nap esetén az Mnap/RNap aranyt, és ellenérizd, hogy ez az érték sokkal kisebb, mint a 2.c.
pontban meghatéarozott érték!

3. Csillagok kézponti hémeérsékletének kvantummechanikai becslése

A 2.d. pontban talalt nagy eltérés azt sejteti, hogy T.-nek az 1.a. pontban adott becslése nem helyes. Az ellent-
mondéas kvantummechanikai effektusok figyelembevételével oldhatoé fel. Eszerint a protonok hullamként viselkednek, és
egyetlen proton a A, de Broglie-hullamhosszéval azonos nagysagrend teriileten ,van szétkenve”. Ez azt jelenti, hogy ha
a protonok kozott elért d. minimélis tdvolsag a A, hullimhossz kozelébe esik, akkor a két részecske kvantummechanikai
értelemben ,atfedésbe keriil”, és igy képesek a fuziéra.

A
3.a. Feltéve, hogy a vy, sebességgel haladd protonok esetén a fazio feltétele d. = P hatarozd meg T, értékét

1/2°
csupén fizikai &llandok segitségével! 2

3.b. Hatérozd meg a T, hémérsékletre a 3.a. pontban kapott kifejezés numerikus értékét!

3.c. A 3.b. pontban kapott érték valamint a 2.b. pontban levezetett kifejezés segitségével hatarozd meg az M/R
arany becsiilt numerikus értékét csillagokra! Ellenérizd, hogy ez az érték kozel esik-e a megfigyelésekbdl szarmazod
MnNap/RNap ardnyhoz!

Valoban, az tgynevezett fésorozatba esé csillagok (melyekben hidrogén fuzidja zajlik, ,normalis” csillagok) nagyon
tag tomeghatarok kozott megfelelnek a fenti becslésnek.

4. Csillagok témeg/sugar aranya



Az el6z6 feladatban tapasztalt egyezés azt sejteti, hogy a Nap kozépponti hdmérsékletének becslésére a kvantum-
mechanikai gondolatmenet helyes.

4.a. Az el6z6 eredményt felhasznalva mutasd meg, hogy minden olyan csillag esetén, melyben hidrogén-fuzi6 zajlik,
az M tomeg és R sugar arénya allando, mely kizarolag univerzalis fizikai konstansoktol fligg! Hatarozd is meg ezt az
M/R aranyt ezekre a csillagokra!

5. A legkisebb csillagok t6mege és sugara

A 4.a. pontban kapott eredménybdl arra kovetkeztethetnénk, hogy barmely tomeggel létezhetnek hidrogén-fuzids
ciklusban levé csillagok, feltéve, hogy az Osszefiiggés feltétele teljesiil. Ez a kovetkeztetés azonban helytelen.

A hidrogén-fazios ciklusban levé csillagokban taldlhato géz ideélis gazként viselkedik. Ez azt jelenti, hogy az elektro-
nok kozti d. tipikus tavolsag atlagos értéke nagyobb, mint az elektronok A\, de Broglie-hullamhossza. Ellenkezé esetben
ugyanis az elektronok egy ugynevezett degenerdlt allapotban lennének, és a csillag masképp viselkedne. Felhivjuk a
figyelmet arra a tényre, hogy a vizsgalt csillag-tipusban levé protonokat és elektronokat masként kezeljiik. Protonok
esetén a de Broglie-hullamok atfedése sziikséges ahhoz, hogy a fuzi6 létrejohessen, mig elektronok esetén a de Broglie
hullamok nem fedhetnek at, mert kiilonben az elektronokat nem kezelhetnénk idealis gazként.

A valésagban a csillagok belsejében levs gaz strtisége a kézéppont felé haladva né. Ennek ellenére ebben a nagy-
sagrendi becslésben tegyiik f6l, hogy a vizsgélt csillag strtsége allandé. Ezen kiviil felhasznalhatjuk, hogy mp > me.

5.a. Hatarozd meg az n. atlagos elektronszam-strtiséget a csillag belsejében!

5.b. Hatarozd meg az elektronok kozti de tipikus tavolsagot a csillag belsejében!

Ae . . .
5.c. Ad, > 2173 feltétel hasznalataval hatarozd meg egyenlettel a legkisebb olyan csillag sugarat, mely hidrogén-

fuzios ciklusban lehet! (Ezek az an. normaél csillagok.) Tekintsd gy, hogy a csillag kézéppontjaban mért hdmérséklet
a csillagban barhol mérhets hémérséklet tipikus értéke.

5.d. Hatarozd meg a lehets legkisebb normadl csillag sugardnak szamértékét méterben is és a Nap sugaranak
(radiuszanak) egységében is!

5.e. Hatarozd meg a lehet6 legkisebb normal csillag tomegének szdmértékét kilogrammban is, és NaptOomeg-
egységben is!

6. Hélium-fazio oregebb csillagokban

Ahogy a csillagok 6regednek, majdnem az 6sszes magjukban 1év6 hidrogént héliumma (He) alakitottak, igy a tovabbi
fénykibocsatas érdekében arra kényszeriilnek, hogy elkezdjék a hélium fuzionéalasat nehezebb elemekké. A hélium mag
két protonbdl és két neutronbol all, igy a toltése kétszerese, a tomege kb. négyszerese a protonénak. Lattuk kordbban,

6.a. Add meg a megfelels feltételt a hélium magokra vonatkozoan, és hatarozd meg a hélium magok v,ms(He)
négyzetes atlagsebességét, valamint a hélium fazidhoz sziikséges T'(He) hémeérsékletet!



