I. rész

1
1. Mutassuk meg, hogy az f(x) = — (ahol x # 0 valds szdm) hozzdrendeléssel megadott fiigguényre minden a # 0,
x
b # 0 valds szdmpdr esetén teljesil, hogy

f(ab)
b) + 2ab - b) = ———.
(@) + £(5) + 2ab- flab) = 5
(11 pont)
Megoldas. Végezziik el a behelyettesitést a bal oldalon:
1 1 1
Ezt tovabb alakitva:
1
a? +0%+2ab  (a+b)?  (ab)’
a?b? o a?p? 1
(a+1b)?
: f(ab) . " : .
Ami pontosan —————-vel egyenls, és ezt szerettiik volna igazolni.
fla+b)

2. A természetes szamok sorozatabdl valamelyik szamidl kezdve kivdlasztjuk minden 12. szdmot addig, mig o kivd-
lasztott szamok dsszege 2010 lesz. A kivdlasztott szamok szama 10-nél tobb, de 100-ndl kevesebb.
Melyik szamot vdlasztottuk ki eldszor és dsszesen hdany darabot? (12 pont)

Megoldas. Legyen az elGszor kivalasztott szam = (z € N), a kivalasztott szamok darabszama pedig &k (10 < k£ < 100
és k € N).
Ezen szamok Osszege:

4+ (@+12)4+... 4+ (z+(k—-1)-12) =kz+12(1+...+ (k—1)) =

(k — 1)k
2

Vagyis: k(xz + 6k — 6) = 2010 = 2-3 -5 - 67. Ebb6l kovetkezik, hogy k 10-nél nagyobb és 100-nal kisebb osztdja a
2010-nek. A 2010-nek 3 db ilyen osztoja van: 15; 30; 67.

Ha k = 15, akkor x = 134 — 84 = 50.

Ha k = 30, akkor x = 67 — 174 < 0.

Ha k£ = 67, akkor x = 30 — 396 < 0.

Tehat csak k = 15 esetén kapunk megfelel§ x-et. Az els6 kivalasztott szam az 50 és 15 db szamot valasztottunk ki.

=kx + -12 = 2010.

3. Mutassuk meg, hogy ha egy hdromszog oldalaira teljesiil az a® + b> > 5¢* egyenldtlenség, akkor ¢ a hdromszig
legkisebb oldala. (14 pont)

Megoldas. A haromszog-egyenlStlenség miatt: b+ ¢ > a, amibél kovetkezik: b* + 2bc + ¢* > a®. Mindkét oldalhoz
b*-et adva:
2% + 2bc + ¢ > a® + b* > 52,

Ezt rendezve: b? + be — 2¢ > 0, amit igy is irhatunk: b* — be + 2bc — 2¢® > 0, ennek szorzatalakja: (b — ¢)(b + 2¢) > 0.
Mivel a masodik tényez6 pozitiv, ezért az elsének is pozitivnak kell lennie, azaz b > c.
Hasonléan belathato, hogy a > ¢, vagyis ¢ valéban a haromszog legkisebb oldala.

4. Van-e megolddsa a sin® x + sin® x + 2sin”® x 4 cos® z = 4sin® z egyenletnek a }O; g [-on? (14 pont)

Megoldas. Mindkét oldal néggyel valo osztéasa, majd a bal oldalon cos? z = 1 — sin® z helyettesitése utan a kapott
egyenlet bal oldalanak minden tagja pozitiv. A szamtani és a mértani kozepek kozotti egyenlStlenség miatt:

- 6 .4 .2
. sinx +sin“z+sin“x+ 1 4/ .
sin® z = 1 > Vsin'? ¢ = sin® z.

Vagyis: sin® z(sin” x — 1) > 0.
Mivel a megadott intervallumon sinz € ]0;1[, azért az els6 tényez$ pozitiv, a masodik tényezs negativ, azaz a
szorzatuk negativ. Tehat ezen az intervallumon nincs megoldasa az egyenletnek.



II. rész

5. Oldjuk meg a valds szamok halmazdan a kovetkezd egyenldtlenséget:

x? -log,(ba* — 22 —3) —x - log%(5a:2 —2r—3) < 2%tz (16 pont)

Megoldas. A logaritmus miatt: 522 — 2z —3 > 0, amibél kapjuk, hogy < —0,6 vagy 1 < . Azonos alapra hozzuk
a logaritmusokat; O-ra rendezziik, majd szorzatté alakitjuk az egyenlStlenséget:

z(z+1) - [log,(52® — 22 — 3) — 1] < 0.
A 4-es alapu logaritmus fiiggvény szigortian monoton ng, ezért a harmadik tényezd akkor nemnegativ, ha
5:102—2:10—324, azaz bx’—2x—7>0.
Ebbdl kapjuk: z < —1 vagy 1,4 < z. A harom tényez§ elGjelét szamegyenesen abrazolva és a logaritmus miatt tett
kikotésiinket is figyelembe véve a megoldashalmaz: {—1} U]1;14].

6. A Stadion parkjdban taldlhato ,rigdfal” felsé lyukdba 10%, az alséba 40% wvaldszinidséggel taldl be Mdrton.
a) Mindkét lyukra egyszer l6ve mennyi a valdszinidsége, hogy
A: egyszer sem taldl;
B: egyszer taldl?
b) Hdanyszor kell az alsé lyukra ldnie, hogy tobb mint 95% valdsziniséggel legaldbb egyszer beletaldljon?
¢) Mennyi a valdszinisége, hogy hdromszor az alséra, majd hdromszor a felsére l6ve pontosan egyszer taldl?

1
d) Krisztian észrevette, hogy Marci taldlati valdszindsége nem konstans. Taldlat utdn (az eredeti valdsziniség) 0

1
részével nd, ha nem taldl, — részével csékken az eredeti talalati valdszinidség. Marci kétszer 16 az also lyukra. Mekkora
a valdszinidsége, hogy pontosan egyszer taldl? (16 pont)
Megoldas. a) A: 0,9-0,6 = 0,54. B: 0,9 - 0,4+ 0,1-0,6 = 0,42.
b) Legyen a ragasok szama n. Ekkor: 1 — 0,6™ > 0,95. Az egyenlGtlenség megoldashalmazabol a legkisebb pozitiv
egész szamot keressiik. Elvégezziik a kovetkezd atalakitésokat:

120,05
0,05 > 0,6", 120,05 > nlg0,6, n> 2272 5 86.
1g0,6
Vagyis legalabb 6-szor kell 16nie.
3 3
c) <1> -0,4-0,6%-0,9% + <1> -0,6%-0,1-0,92 ~0,367.

A keresett valoszintdség: kb. 0,367.
d) 0,4-0,56 4 0,6 - 0,36 = 0,44. Ebben az esetben Marci 0,44 valoszintiséggel talal be pontosan egyszer.

7. Adott a derékszogi koordindtarendszerben a K(—2;3) kozépponti r = 5 sugard kor és hdrom pont: A(6;2),
B(—3;5) és C(—5;y0), ahol yo > 0.

a) Mekkora a kor AB egyenesre illeszkedd hirjénak hossza?

b) A C pont illeszkedik a kérre. A kor C-ben huzott érintdje legyen az e egyenes. Mekkora teriletd az a hdromszdg,
amelyet az e egyenes, az y tengely és az AB egyenes fog kizre? (16 pont)

1
Megoldas. a) Az AB egyenes egyenlete: y = —3% + 4. A kor egyenlete: (z + 2)2 +(y— 3)2 = 25.




1
Meghatarozzuk a metszéspontjaik koordinatait. Az y helyére —g:zc + 4 behelyettesitésével a kor egyenletét a kovet-

kez6 alakra rendezziik:

10 10
o=§x2+§x—2o.

A miésodfoku egyenlet megoldésai: 1 = 3, xo = —6.

Vagyis a metszéspontok: P;(3;3), Py(—6;6); PP, = /92 + 32 = V90 = 3v/10. Az AB egyenesre illeszkeds hiir
hossza: 3v/10.

b) Mivel C illeszkedik a korre, azért (—5 + 2)2 + (yo — 3)2 = 25. Az y2 — 6y — 7 = 0 méasodfoku egyenletet kaptuk,
melynek megoldésai: yo = 7 vagy yo = —1. Mivel yg > 0, azért C(—5;7).

1
A C-beli e érint6 egyenlete: 3z — 4y = —43. Az AB egyenes egyenlete: g:zc +y = 4. A két egyenes () metszéspontjat
kiszamitjuk:
81 79
o(35%):

43
Az e érint6 és az y tengely metszéspontja: R <O; Z) Az AB egyenes és az y tengely metszéspontja: S(0;4). Vagyis

a haromszog RS oldalanak hossza: RS = T Ezen oldalhoz tartoz6 magassag hossza:
81

m = —.

13
A keresett teriilet: .
=35 2187
t=-4_13 — 7 ~9103.
2 104
8. Egy felujitdsra varé hdz 8 m széles és 4 m magas oromzatdt mutatja a mellékelt dbra. Az oromzat ivét leiro
gorbe érintdje a végpontokban vizszintes. Az épitész a gorbét az f(x) = ax® + ba® + ¢ figguény grafikonjdval szeretné

megadni.
4
3
2
1
-4 -3-2-10 1 2 3 4=z

a) Hatdrozzuk meg az f(x) figguény hozzdrendelési szabdlydban szerepld a, b és ¢ konstansokat.
b) Minimum hdny doboz festékre lesz sziikség az oromzat kétszeri ujrafestéséhez, ha 1 m?-re 350 cm?® festék sziikséges,
és 2 literes, 4 literes, illetve 5 literes kiszerelésben kaphato a festék? (16 pont)

Megoldas. a) Az 2 = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy f(0) = 4 = ¢. Tudjuk, hogy f(—4) = f(4) = 0 = 256a+16b+4.
Tudjuk tovabba, hogy f'(z) = 4az® + 2bx, vagyis f'(4) = 0 = 256a + 8b.
A kovetkezs egyenletrendszer megoldasaval kapjuk a hianyzo konstansokat:

256a +16b +4 = 0, }

256a +8  =0.
1 1
Azaz:a = —,b=——.
zaz: @ = o, 5 1 1
Tehét a keresett konstansok: a = o1 b= 3 c=4.
1 1
b) Az oromzatot leiré fiiggvény hozzarendelési szabalya: f(z) = —a* — —2% + 4. A homlokzat teriilete:

T 64 2

4
1 1 2t Y 256
T=|(=at—222+4)de=|o -2 1uz| =22 x17.
/<64x 2$+) * {320 6+x]4 15

A sziikséges festék térfogata cm®-ben: V = 17-2-350 = 11 900, ami 11,9 liter.
Tehat minimum 3 doboz festékre lesz sziikség (2 db 5 literesre és 1 db 2 literesre vagy 3 db 4 literesre).

9. Architectos fejedelem hdrom fidval és seregeivel elfoglalt eqy vdrost. A vdrosfal harom sarkdn hdrom egyforma
négyzetes oszlop alaki torony dllt, melyek alapéle 8 m, magassdguk 40 m volt. A gydzelem emlékére a harom fit a hdarom
tornyot dtalakitatta. Mindhdrom dtépités nagyon hasonld volt eqgymdshoz. Az eredeti tornyok feddlapjainak szomszédos
Elfelezdpontjait dsszekdtd szakaszok mentén levdagtak négy egyforma sarkot. Ezeket a megmaradt feddlapra dltették az
abranak megfelelden gy, hogy az 1j toronytetd eqymdshoz kapcsolédé rombuszokbol dallt.



A legiddsebb fid tornydnak felszine nem vdltozott az dtépités utdn.

A kozépsd fin gy végezte el az dtalakitdst, hogy a torony teljes felszine a lehetd legkisebb lett.

A legfiatalabb fivi tornydn a szomszédos tetdsikok 120°-0s szdget zdrtak be.

Adjuk meg az dtépitett tornyok magassagdt. (16 pont)

Megoldas. Jeloljiik h-val, hogy mennyivel lesz magasabb az 4j torony az eredetinél. A rombusz (dbrdn is lathato)
fel atlojanak hossza legyen b, a masik atlo 42 hosszusagi. Az eredeti torony felszine:

A=4-40-8+8-8 =1344.

Az 4j tet felszine:

A:4.4‘/§2'2b:16b-\/§.

A Pitagorasz-tétel alapjan: b = /8 + h2.

>

4 ‘»
w2

Az eredeti felszin csokken a feddlap és az oldallapokon 1év6 haromszogek teriiletével:
4h
8-8+8-7:64+16h.

Ennek és az 4j tetd felszinének egyenlének kell lennie, hogy ne valtozzon a felszin:

64 + 16h = 16v/2 - /8 + h2.

Oszthatunk 16-tal:

44 h =116+ 2h2.

Négyzetre emelhetjiik mindkét oldalt:
16 +8h + h* = 16 + 2h%, azaz 0= h®> —8h = h(h —8).

Csak a h = 8 lehet a megoldas. A hossztisag adatok méterben voltak adva, ezért ez a torony 8 méterrel lett magasabb.
A legid@sebb fit tornya az atépités utan 48 méter magas lett.
A ko6zépsé fia altal atépitett j torony felszine:

A(h) = 1344 — (64 + 16h) + 161/16 + 2h2 = 1280 — 16h + 16+/16 + 2h2.



Ennek a fiiggvénynek keressiik a minimumhelyét. Ehhez sziikségiink van a fiiggvény derivaltjanak zérushelyére:

1 16
————— - 4dh= ——=(2h— V16 + 2h?) = 0.
2v/16 + 2h? \/16+2h2( )

Vagyis: 2k = \/16 + 2h2, amib6l kapjuk, hogy 0 = 16 — 2h%. Ennek pozitiv gydke: h = 2v/2. Ezen a helyen az els6
derivalt negativbol pozitivba valt, tehat a felszinnek itt valéban minimuma van.

A kozéps6 fit tornya az atépités utan 40 + 21/2, azaz kb. 42,8 méter magas lett.

A legfiatalabb fit tornyan két szomszédos =rombusz kozos oldaldra bocsatott kozos talppontt magassagai altal

bezart szog: 120°, a rombusz magassaga m, oldala: v/ 16 + h2. A rombusz teriilete:

4+/2 - 2b 44/16 + 2h2
V16+h? -m=—""""=4V2. /84 h2, amibsl m= —r .
2 V16 + h?

A 8 egység alapu m szaru egyenlSszara haromszog szarszoge 120° (a két szomszédos tetSlap hajlasszoge):

A'(h) = —16 + 16 -

120° 4 [16+h> V3 ~ 16+n* 3

T T T V622 T 20 MY Teyanz 1

amib6l: 64 + 4h? = 48 + 6h?, vagyis: 8 = h?. Kapjuk, hogy h = 2v/2.
A legfiatalabb fia tornya is az atépités utan 40 + 2V/2, azaz kb. 42,8 méter magas lett.



