A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

1. Legyen n pozitiv egész szam és legyenek aq, . .., ax (k > 2) olyan pdronként kilonbizé egész szamok az {1,...,n}
halmazbdl, hogy az i = 1,...,k — 1 értékek mindegyikére teljesiil az, hogy n osztdja a;(a;11 — 1)-nek. Bizonyitsuk be,

hogy n nem osztdja ar(ay — 1)-nek.
Nagy Daniel megoldasa. n | a;(a;+1 — 1) azt jelenti, hogy
(1) a; = a;a;+1  (mod n).

Ezt felhasznélva:
a1a; = a102a) = 410203045 = ... = a1ds . .. ag—1a;  (mod n).

Az (1) alapjan ujra kapjuk, hogy
a1as .. .ag-10K = 103 ... 0k—1 = A102 ...Ap—2 = ... = a1a2 = a1 (mod n).
A fentiekbdl kovetkezik, hogy
(2) arar = a1 (mod n).
A bizonyitando6 allitas szerint n t ag(a; — 1). Felhasznalva (2)-t:
ar(ar — 1) =arap —ar = a1 —ai  (mod n).

Mivel 0 < |a1 — ak| < n, tehat az n-nel valo osztasi maradék 0-nal nagyobb, igy n { ax(a; — 1).

2. Legyen az ABC hdromszdog kéorulirt kérének kézéppontja O. Legyen P, illetve Q a CA, illetve AB oldal belsé
pontja. Legyenek K, L, illetve M o BP, CQ, illetve PQ szakaszok felezdpontjai, és legyen I' a K, L, M pontokon
athalado kor. Tegyik fel, hogy a PQ egyenes érintdje a I' kérnek. Bizonyitsuk be, hogy OP = OQ.

Sziics Gergely megoldasa. Mivel K LM <t és K M Q< egy ivhez tartozoé keriileti, illetve érintGszara keriileti szogek,
igy KLM< = KMQ<. Nyilvin MK || QB, mivel MK a QBP haromszogben kdzépvonal, igy PQA< = KMQ<,
mert valtoszogek. Tehat PQA< = KM Q<, és hasonléan APQ< = M KL<, igy APQA ~ MKLA.
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amib6l QA-QB = PA- PC, vagyis a P és () pontoknak a koriilirt kérre vonatkozo hatvanya megegyezik (lasd KoMaL
2009/4. szam, hatso belss boritd), amibsl mar OP = OQ kovetkezik.

3. Tegyiik fel, hogy s1,s2, s3, ... pozitiv egész szamoknak olyan szigorian névekvd sorozata, amelyre az

Ss15 8527 S5z és Ss14+15 Sso+1y Ssz+1s -+ -



részsorozatok mindegyike szdmtani sorozat. Bizonyitsuk be, hogy s1, S2, S3, ... maga is szamtani sorozat.

Tomon Istvan megoldasa. Tekintsik a t; = s;41 —s; (1 = 1,2,...) kiilonbségeket, és legyen j egy olyan pozitiv
egész, amelyre ¢t; = min {t1,¢2...} (mivel ¢1,a,. .. pozitiv egészek, létezik ilyen j). Legyen a = s; és b = s,41, ekkor
b > a a sorozat szigori monotonitasa miatt, és legyen d az s;,, Ss,, . . . szdmtani sorozat differencidja. Ekkor s, és s,
ezen sorozat két egymast kovets eleme, igy s, — s, = d. Mivel s; szigortian monoton ng, s, < Sqt1 < ... < Sp, vagyis az
Sa+1 — Sa> Sa+2 — Sa+1, - - -, Sb — Sp—1 kiilonbségek mind pozitivak, 6sszegiik sp — s, = d, s mivel b — a darab kiilonbség

d
létezik, a legnagyobb legalabb o Legyen ekkor x egy olyan pozitiv egész, amelyre a < z < b és a legnagyobb
—a

d d
kiilonbség sy+1 — 54 > o EgyenlGség csak akkor allhat fenn, ha minden kiilénbség o
—a —a

Ezutan nézziik az s, és s, ., kozott 16vé elemeket. Az egyszertiség kedvéért legyen s, = e, sp41 = f, ekkor

Sf — 8¢ = Ss,,, — Ss, = d, s ha nézziik az scy1 — Se, Seq42 — Set1, ---, Sy — sy_1 killonbségeket, akkor az f — e darab

pozitiv kiilonbség, melyek Osszege sy — s, = d. Legyen y egy olyan pozitiv egész, amelyre e < y < f és sy41 — Sy @
legkisebb kiilonbség a felsoroltak kozott. Ekkor

= <

S — 85, < =
y+1 y > =~
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d d
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és egyenldség csak akkor allhat fenn, ha mindegyik kiilonbség egyenls, azaz Se11 — 8¢ = Se42 — Seq1 = ... = Sf — Sf_1.
Am sziikséges, hogy egyenléség alljon fenn mindenhol, kiilénben Sy+1 — Sy < b—a, ami ellentmond annak, hogy b — a
a legkisebb el6fordulé kiilonbség az s; sorozat két szomszédos eleme kozott. Ha egyenl@ség all fenn, az azt jelenti, hogy

aZ Sq,Sa+1,---,Sp sorozat egy " a differencidji szdmtani sorozatot alkot és sc,scy1,...,5f is szdmtani sorozatot
—a
alkot, aminek b — a a differenciaja.

d
Ezek utan megmutatjuk, hogy (b — a)2 =d, vagyis b —a = o Az el6bbiek alapjan ehhez elég igazolni, hogy
—a

(1) Sa+1 — Sa = Se4+1 — Se,

mivel = Sq41 — Sa €8 b — a = Seq1 — Se. (1)-hez pedig elég belatni, hogy a feladatban megadott ss,+1, Ssy+1, - - -

szamtani sorozat differencidja is d, mivel ekkor
|Se+1 = Sat1| = d - ‘(64'1)— (a+1)| =d-le—a| =|[se — sal,

ami (1)-gyel ekvivalens.
Tegyiik fel indirekt modon, hogy az Ss,+1, Ssy+1, - - - szdmtani sorozat differencidja ¢ # d. Nézziink két esetet.
1. Ha ¢ > d, akkor tetszbleges m pozitiv egész esetén

Sspmt+1 = Ssi+1 1 (8m — 51) - ¢

ssmﬂ:ssl—|—(sm+1—51)-d§ssl—|—(d—|—sm—51)'d:ssl—l—dz—l—(sm—sl)'d,

ahol az egyenl6tlenség miatt teljesiil, hogy valamely r € NT esetén s, < m < s, (mivel az s; sorozat tetszélegesen
nagy értéket felvehet), s ekkor sg. < s, < Sm41 < Ss,41 @ szigord monotonitas miatt, ahol ss,. és s, 41 differenciaja d.
2

Mivel s; akarmilyen hataron tul ng, 3m, hogy s, — s1 > 7 és ekkor

c—

Ssm41 — Sspis = Ssi+1 4 (Sm — 81) - € — (S5, + (8m — s1)d + dz) >
> (8 — 81) - (c—d) —d* >0,

vagyis Ss, +1 > Sm+1, ami ellentmondés, mivel s, +1 < spp41.
2. Hasonldan a ¢ < d esetben:

Ssp+1 = Ss141 + (Sm — S1)C €8 S5, = Ss, + (Sm — 51)d > (8 — 51)d.

s . . .
Ekkor ha (s,, — s1) > dSIH, akkor sg, — S5, 41 > (Sm — $1)(d —c¢) — 85,41 > 0, vagyis ss,, > Ss,. +1, ami ellentmondas
—c

a szigord monotonitas miatt.
Tehat bebizonyitottuk, hogy ¢ = d, igy megkaptuk, hogy d = (b — a)z.

Ezutan megmutatjuk, hogy ¢ =1,2,... esetén s;+1 — s; = b — a, azaz az sy, sa, ... sorozat is egy szadmtani sorozat.
Mivel a minimalis kiilonbség két szomszédos elem kozdtt b — a, igy s;4+1 — s; > b — a. Tegyiik fel, hogy valamely r-re
Spy1— 8p > b—a. Ekkor s5 ,, — s, = d és az 55,41 — Ss,.,. .., 85,4, — Ss,,,—1 Kiillonbségek Osszege d, és 5,1 — s
darab van, igy lesz koztiik egy, amelyik legfeljebb

d d
< =b—a,

Sp41 — S b—a



vagyis az egyik kiilonbség kisebb (b — a)-nal, ami ellentmondés.
Tehat minden kiilonbség b — a, vagyis s1, s2, ... szdmtani sorozatot alkot, s ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

4. Legyen az ABC hdromszigben AB = AC. A CAB<, illetve ABC< szogek szogfelezdi a BC, illetve C'A oldalakat
rendre a D, illetve E pontokban metszik. Legyen K az ADC hdromszog beirt kérének a kézéppontja. Tegyiik fel, hogy
BEK< = 45°. Hatdrozzuk meg a CAB szdg dsszes lehetséges értékét.

Kornis Krist6f megoldasa. Legyen D’ a D pont tiikérképe a C-bdl induléd szogfelezore. Ha O az ABC beirt
korének kozéppontja, ODC< = 90° = ODK < = 45°, hiszen DK felezi az ODC szdget. Viszont O és K is rajta van
a C-bdl indulé szdgfelezén, igy OD' K< = 45° és D', E OK egy oldalan vannak, tehat BEK < = 45° miatt O, E, D’
és K egy koron fekszenek. Emiatt KED'<< = KOD'<.

Viszont KOD'<x = KOD«<, és ha BAC< = «, akkor

o _«
2
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A fenti szdmoléssal probléma lehet, ha D’ = E, ugyanis ekkor nem beszélhetiink a K ED’<-r6l. Ha D' = E, akkor
CD = CE, és ekkor ha az alap a, a szar b hosszu,
a-b a a-b

a
CD=-, CE=——, == = ad’>+ab=2ab = =b
2’ a+b 2 a+b @ ta @ @ ’

a haromszog szabalyos. Ha viszont a héromszog szabalyos, OECD deltoid, érinténégyszog, igy az AC'D haromszog
beirt kore érinti BE-t is, tehét

BEK< — BEQ&I . de BEC< =90°,

vagyis a BEK < ebben az esetben is 45° lesz.
Osszefoglalva két megoldast kaptunk: CAB<t = 90°, vagy CAB<t = 60°.

5. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan [ fligguényt, ami a pozitiv egész szamok halmazdt a pozitiv egész szdmok hal-
mazdba képezi, és amire teljesil az, hogy teszdleges pozitiv egész a és b értékekre van olyan nem-elfajuld hdromszag,
amelynek oldalhosszai a, f(b) és f(b—i— fla)— 1). (Egy hdromszdg nem-elfajulo, ha csicsai nincsenek egy egyenesen.)

Nagy Janos megoldasa. Elgszor helyettesitsiink be (a = 1)-et. Ekkor az 1, f(b), f(b—i— f()— 1) szamokra igazak
a haromszog-egyenlStlenségek, de mivel egészek, ez csak ugy lehet, ha f(b) = f(b +f(1) - 1) minden b € N*-ra.
Indirekt tegyiik fel, hogy f(1) # 1. Ekkor minden pozitiv egész c-re

ate(f()=1), f0) e f(b+ fla+e(f(1)-1) 1)

egy haromszog oldalai, de f(b+ f(1) — 1) = f(b) ismételt alkalmazasaval a + c(f(1) — 1), f(b), f(b+ f(a) — 1) is
egy haromszog oldalai. Ekkor c-t megvalaszthatjuk agy, hogy a haromszog-egyenl6tlenség ne teljesiiljon, tehat kaptuk,
hogy f(1) = 1.



Helyettesitsiink be b = 1-et, ekkor a, 1 és f( f (a)) egy haromszog oldalai. Ez az egyenlGtlenségek miatt csak agy
lehet, hogy f(f(a)) = a, minden a € N*-ra.

Most latjuk, hogy a fiiggvény minden értéket folvesz (f(f(a)) = a) és kdlesdnosen egyértelmd is, hiszen ha f(a) =
f(b), akkor f(f(a)) = f(f(b)), vagyis a = b. Most igazoljuk, hogy f(2) = 2. A kdlcsonds egyértelmtség miatt f(2) > 1.
Indirekten tegyiik fel, hogy f(2) = x > 2. Helyettesitsiink be a = 2-t; ekkor

24 f(b) > fb+xz—-1), de f(b+z—-1)+2> f(b),

és a kolcsonos egyértelmiiség miatt nem egyenlGek, tehat }f(b +zx—1)— f(b)’ =1.

Most vegyiik az f(z), f(z+(z—1)), ..., f(z+c(x—1)), ... sorozatot, ennek bérmely két szomszédos tagja kdzott
a kiilonbség 1. Tudjuk, hogy f(x) = 2. Ennek a sorozatnak az elemei csak ugy léphetnének ki a [0, 2] intervallumbol,
ha létezne egy ¢ > 0 ugy, hogy f(z + c¢(z — 1)) = x (mivel egyesével valtoznak). Ekkor

f(flz+cl@—1)) =flx)=2=a+c(z—1),

de z > 2, igy ez nem lehet.

Tehét az f(x), f (w—i— (x— 1)), ... sorozat elemei a [0, z] intervallumban vannak, ezért lesz olyan érték, amit kétszer
is felvesznek, ez pedig a kolcsonos egyértelmiiség miatt nem lehet.

Igy lathato, hogy f(1) = 1, f(2) = 2. Indukciéval belatjuk, hogy minden (z > 0)-ra f(z) = z. A kezddlépésekkel
megvagyunk; tegyiik fel, hogy minden ¢ < z-re f(i) = i. Mivel > 2, azért 2 és x — 2 is pozitiv egész szamok.
Behelyettesitve:

2, flz-1), flz—1+f(2)-1)

egy haromszog oldalai, amib6l f(z) < f(zr —1)+2 =z + 1, tehat f(x) < z. Az f(z) < = a kolcsondsen egyértelmiiség
miatt nem lehet. Igy azt kaptuk, hogy f(x) = x, amivel az indukci6s lépést befejeztiik.

Veégezetill az f(x) = x fliggvény valoban teljesiti a feladat feltételeit, mert a, b és a+b— 1 mindig egy el nem fajulo
haromszog oldalai. Az egyetlen jo fliggvény az f(z) = x.

6. Legyenek a1, ao, ..., a, pironként kilonbozd pozitiv egész szamok és legyen M egy olyan, pozitiv egész szamokbol
allo, n — 1 elemi halmaz, ami nem tartalmazza az s = a1 + as + ... + a, szamot. Eqy szdcske a valos szamegyenesen
ugrdl a 0 pontbdl kiindulva igy, hogy n ugrdst hajt végre jobbfelé, melyek hossza a1, as, ..., a, valamilyen sorrendben.
Bizonyitsuk be, hogy a szicske meg tudja vdlasztani az ugrdsok sorrendjét gy, hogy ne ugorjon az M halmaz egyik
elemére se.

Eles Andras megoldasa. A szocske csak az O és S kozotti szakaszokra léphet (és S-re biztos ralép). Megmutatjuk,
hogy ha tutjaban legfeljebb n — 1 mez6 van, amire nem szabad lépnie, akkor végig tud menni az dton.

Feltehetjiik, hogy a1 < as < ... < a,. Teljes indukcioval bizonyitunk n-re, n = 1 trivialis. Ha n = 2, akkor a1 ¢ M,
vagy as ¢ M, igy a1, a1 + a2, vagy az, a1 + as jo lesz. Legyen M legkisebb eleme d, ekkor n > 2-re harom eset allhat
fonn:

I.d < ap, a, ¢ M. Legyen a szdcske els6 lépése a,,, ekkor atugorja d-t, igy az utjaban legfeljebb n — 2 eleme
marad n-nek, és n — 1 kiilénb6z6 1épése. Az indukcids feltétel értelmében innen a sz6cske mar be tudja fejezni az utjat
(indukcio: n — 1).

II. d < an, a, € M. Tekintsiik az alabbi 2n — 1 darab paronként kiilonb6z6 szamot:

g <ag<...<ap-1<ap<ayta,<agtap<...<0p-1+an.

Mivel | M| < n —1 és a, € M, azért a szamok koziil kivalaszthaté egy olyan (a;,a; + a,,) par, hogy semelyik sincs
M-ben (kiilonben |M| > n lenne). Legyen a; és a,, a szOcske els6 két lépése, ekkor atugorja az M-beli d-t és d < ap-et,
igy hatralévs atjaban mar csak legfeljebb n — 3 tiltott mezd van, és (n — 2)-t ugrik még, innen méar be tudja fejezni az
utjat (indukcios feltétel, (n — 2)-re).

II1. d > a,. Hagyjuk el a d-t az M-bdl, és legyen a,, a szocske elsG lépése, ami legalis. Tovabbi ttjaban (d-t nem
szamolva) n— 1 ugras és legfeljebb n— 2 tiltott mezs szerepel, igy végig tud menni az Gton (indukcios feltétel (n—1)-re)
agy, hogy d kivételével nem érinti M-et.

Ha d-t sem érinti, akkor a teljes Gtvonal jo, igy készen vagyunk.

Ha d-t érinti, akkor d € M miatt d # S, igy a szdcske fog még lépni d-r6l, tegyiik fel, hogy (d + a;)-be 1ép. Ekkor
d+ a; ¢ M és utana sem lép ra M-beli elemre. (d + a;)-ig pedig legalabb két ugrasa van, mivel d > a,, és a,, a legels6
lépés, igy a; # ay.

Rendezziik a teljes utvonalon csak a d+ a; el6tti ugrasokat olyan sorrendbe, hogy a,, legyen az utols6 ugras. Ekkor
az utolsd szdm, amire a szocske d + a; el6tt ugrott:

d+a; —a,=d— (a, —a;) < d,

tehat d + a; el6tt az atrendezett Gtvonalon mar nincs tiltott pont, mert d-nél kisebb mindegyik.
Igy ez az atrendezett utvonal egyetlen tiltott mezdt sem tartalmaz, az allitast igazoltuk.



