I. rész

1. Hatdrozzuk meg a kivetkezd kifejezések pontos értékét:

a = 1g1000%°°7 4+1g0,001%°°7;

(2 pont)
b = (2005! + 2006!) )
2006! 2007 )’
(4 pont)
c—( 2 )(1+ ! ++;)
V2007 -1) \1++v3 V34++v56 2005+ 2007/
(5 pont)

Megoldas.
a =1g1000%%7 4 1g0,0012°°7 = 2007(1g 1000 + 1g 0,001) = 2007(3 — 3) = 0.

1 1 2007 — 1
_ ! N = — —— | = ! o007
b = (2005! + 2006!) (2006! 2007!) = 2005!(1 +2006)— o= =1

2 1 1 1
T V2007 —1 (1+\/§+\/§+\/5+"'+\/2005+\/2007) -
2 (\/§—1+\f—\/§+' '+\/2007—\/2005>:

V2007 -1 2 2 ' 9
B 2 V2007 -1
V2007 — 1 2

2. Egy négyzet alapi egyenes hasdb (négyzetes oszlop) egy oldallapjinak dtléja 10 cm, a testdtloja 12,5 cm. Mekkora
a hasdb felszine és térfogata? (12 pont)

Megoldas. Készitsiink dbrdt.

Az ABA' ¢s ACA’ derékszogii haromszogekben:
a? +b%> =100, 2a%+0b*=156:25.

Ebbél a = 7,5 cm, b ~ 6,614 cm.
V = a?b ~ 372,04 cm?.
A =2a% + 4ab ~ 310,9 cm?.

3. Egy téglalap alakiu parkban az abra szerint hdrom egymdst és a téglalap oldalait érintd kér alakiu virdgagydst,
valamint a park keriletén, a kérok mentén, és a korok kézéppontjaira illeszkedd, az abrdra berajzolt dsszes vonal mentén
utakat létesitettek. A két kisebb, egyenld méretd dgyds sugara r = 15 m.



!
o

a) Mekkora a nagy kor sugara? (2 pont)
b) Milyen hosszi a teljes ithdlézat? (8 pont)
¢) Hdny szdzalékdt tolti ki a hdrom kir az egész téglalap teriletének? (4 pont)

Megoldas. a) A nagy kor sugara kétszerese a kis kor sugardnak, tehat R = 30 m.
b) Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Az uthalozathoz a két kis kor F érintkezési pontjanak és a nagy kor O kozéppont-
janak tavolsagat kell meghataroznunk. Az OK E derékszogi haromszégben OK = r + R = 45 m.

= /452 — 152 = /1800 ~ 42,4 m.
Igy a teglalap hosszabbik oldala: 30 4+ 42,4 + 15 ~ 87,4 m. A teljes uthalozat hossza:

3AB+2BC +20K +2KE+2Rn+2-2rm =
=3-8744+2-60+2-45+4+ 30+ 607 + 2307 ~ 879,2 m.

¢) A harom kor teriilete: R%m + 2127 = 4241 m?, a téglalapé: 60 - 87,4 = 5244 m?.
A korok teriilete kb. 80,9%-a a téglalap teriiletének.

4. Adott a sikban 10 dltaldnos helyzetd egyenes. (Nincs kéztik két parhuzamos, és barmely metszésponton csak két
egyenes halad dt.)

a) Hdny metszéspontja van a 10 egyenesnek? (2 pont)

b) Hdny egymdst nem fedd szakaszt, és hdny félegyenest szimolhatunk dssze a 10 egyenesen? (5 pont)

¢) Véletlenszerien kivdlasztunk a keletkezd egyenesdarabok (szakaszok és félegyenesek) kizil kettét. Mennyi a va-
l6szintsége, hogy a kivdlasztott két egyenesdarab azonos tipusi lesz? (Mindegyik szakasz, vagy mindegyik félegyenes.)
(8 pont)

(Pl. ezen az abran 4 dltaldnos helyzetd egyenesnél 6 metszéspontot, 8 szakaszt és 8 félegyenest, azaz 16 egyenesda-
rabot szdmolhatunk dssze.)
. ) ) ] ) . (10 )
Megoldas. a) Barmely két egyenes meghataroz egy metszéspontot, ezért 9 ) = 45 metszéspont van.

b) Minden egyenest 9 masik metsz, és a 9 metszéspont kozott 8 szakasz és a két ,végén” 1-1 félegyenes van. Tehat
80 szakaszt és 20 félegyenest szdmolhatunk Gssze.

100 80 20
¢) 100 egyenesdarab koziil két egyenesdarabot ( 9 ), két szakaszt ( 9 ), két félegyenest ( 9 )—féleképpen valaszt-

hatunk ki.
Tehat annak a valésziniisége, hogy a kivalasztott két egyenesdarab azonos tipusi lesz:

(80> n (20) 80-79 20-19

2 2) T T3 6700 67
100 N 100 - 99 T 9900 99
(%) :

=0,67.

II. rész



5. Adott a koordindtarendszerben az A(2;2) és B(9;9) pont. Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amely illeszkedik
az A és B pontokra és érinti az x tengelyt. (16 pont)

I. megoldas (paraméteres). Legyen a keresett kor kozéppontja O(u;v). Mivel a kor érinti az = tengelyt, azért
sugara v, egyenlete: (z — u)® + (y — v)® = v2. O illeszkedik az AB szakasz felezs merdlegesére, f-re: f: x4y = 11, igy
u+v =11, ebb6sl u =11 — v.

-5 TP 5 FEq 10 T

A(2;2) a kér egy pontja: (2 —u)® + (2 —v)® = v2. Beirva u-t:
[2— (11 —v)]* +(2—-0v)* =v*

Ebbél: v1 =5 és vy = 17. Ezekhez: u; = 6 és us = —06.
Két kort kapunk, amelyek egyenlete:

(x—6)2+(y—57=2 & (z+6)+(y—17)% =289.

II. megoldas (a szerkesztés menetét kovetve). Az AB egyenes a P(0;0) pontban metszi az = tengelyt. A P pontbol
a korhoz huzott érintGszakasz hossza mértani kdzepe a pontbol huzott szels két darabjanak, PA-nak és PB-nek:

PE? = PA.-PB =2V2-9V2 = 36.

Igy P-bsl mindkét iranyba fel kell mérniink az x tengelyre a PE = 6 hossziisagu szakaszt. Igy kapjuk a két érintési
pontot: E1(6;0) és Ez(—6;0).

A két kozéppont masodik koordinatéit az f: z 4+ y = 11 egyenletbdl kaphatjuk: v; = 5 és vy = 17.

A két kor egyenlete: (z —6)° + (y —5)> =25 és (z +6)> 4 (y — 17)> = 289.

III. megoldas (mértani helyekkel). Az A(2;2) pontra illeszkedd és x tengelyt érinté korok kozéppontjai egyenld
tavolsidgra vannak A-tol és az x tengelytol, ezért ezek mértani helye az A fokuszi, = tengely vezéregyenest parabola,
amelynek egyenlete:

(z —2)° +1.

B~ =

y:

1
Ugyanigy a B(9;9) pontra illeszked§ és = tengelyt érints korok kézéppontjainak mértani helye az y = E(I —9)°+
4,5 egyenletii parabola.
A két parabola metszéspontjai lesznek a keresett kozéppontok: O1(6;5) és O2(—6;17).
A két kor egyenlete: (z —6)° + (y —5)> =25 és (2 +6)> 4 (y — 17)> = 289.
6. Irjuk fel a pdratlan természetes szamokat a kévetkezé hdaromszog alakd tdbldazatba gy, hogy minden sorban eggyel
tobb szam szerepeljen, mint az eldzoben:

1
3 5
7 9 11
13 15 17 19
21 23...
a) Melyik szam dll a 20. sor elején? (8 pont)
b) Adjuk meg n fiigguényében, hogy melyik szam dll az n-edik sor elején, a végén, és mennyi a sorban szerepld
szdmok dsszege. (6 pont)
¢) Mennyi lesz a szdmok dsszege abban a sorban, amelyben a 2007-es szam szerepel? (8 pont)

d) Az elsé 100 sorbdl kivilasztunk véletlenszerden egyet. Mennyi a valdszinisége annak, hogy a vdlasztott sorban a
szdmok dsszege négyzetszdm? (4 pont)



Megoldas. a) Az egyes sorokban rendre 1,2,3,...,19,20 db szam szerepel, azaz a sor elején levs szdmok kozotti
kiilonbség rendre 2-vel né. Igy a 20. sor elején az

(2+38)-19

1+24+4+6+...+19-2=1+ =381
szerepel.
b) Az egyes sorokban rendre 1,2,3,...,n db szam szerepel, igy az n. sor elején az
142444+6+...+2n—1)=1+ (2+2(”_21))'(”_1) =n?—n+1
szam all.

Az n-edik sorban 4ll6 n szam 2 differenciaju szamtani sorozatot alkot, ezért a sor végén az elsénél 2(n — 1)-gyel
nagyobb szam, azaz az n?4+n—1 szerepel.

Az n-edik sorban all6 n szam Gsszege:

2 2
—n+1)+n2+n-1
S, — [(n n )+ (n®+n )}n 3
2

¢) Azt kell meghataroznunk, hogy melyik sorban szerepel a 2007, azaz melyik a legkisebb n, amelyre 2007 <
n?4+n—1. A 44%2 + 44 — 1 még csak 1979, de a 45% + 45 — 1 = 2069, tehat 2007 a 45. sorban szerepel. Ebben a sorban
a szamok Osszege: 45° = 91125.

d) Azt keressiik, hogy az els6 100 kobszam koziil melyek négyzetszdmok. Ezek a hatodik hatvanyok: 16,26 35 ... 106,

10
Tehat a keresett valoszintiség: P = 100 = 0,1.
7. a) Milyen valds x-ek elégitik ki a 4°T' — 13- 6% + 9" = 0 egyenletet? (7 pont)

b) Milyen [0°;180°] intervallumba esd x szégek elégitik ki a kovetkezd egyenletet?

2sin® x + 13sinz cosz — 3 cos® v = 6. (9 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet igy is irhato:
4.4 —-13-6°4+9-97=0.

Minden tag masodfoki a 2%, illetve a 3 véltozokra. Ilyenkor célszerd mindkét oldalt elosztani az egyik méasodfoku
kifejezéssel, pl. 9%-nel. Mivel ez nem lehet 0, igy az eredetivel ekvivalens egyenlethez jutunk:

2x x
2 2
4. = —-13-{ = 9=0.
2\“ . .
Az y= <§> jeloléssel:

(%) 4y* — 13y +9=0.

9

Ennek gydkei: y; = 1 vagy y2 = T Ebbél kapjuk: 1 = 0 vagy zs = —2.

Minden lépés ekvivalens atalakitas volt, ezért a kapott szdmok megoldasai az egyenletnek.

b) Irjunk a jobb oldalon 6 helyére (6sin? z + 6 cos? x)-et, és redukaljuk 0-ra:

0 = 4sin® x — 13sinx cos x + 9 cos® z.

Osszuk el mindkét oldalt cos? z-szel. Mivel cos? z zérushelyei nem megoldasok, igy az eredetivel ekvivalens egyenlethez
jutunk: 0 = 4tg 2z — 13tg  + 9.

Az y = tg x jeloléssel az a) feladat (x) egyenletét kapjuk. Abbol pedig az x1 = 45° vagy az z2 = 66,04° gyokot
kapjuk. Most is minden 1épés ekvivalens atalakitas volt, ezért a kapott szogek a megoldasok.

8. A T teriiletdi ABC hegyesszigi hdaromsziogbe irjunk téglalapot az 1. bra szerint.

A
m
D E
m
G F
B a C

1. dbra



a) Az ADE hdromszog A-bol indulé magassiga x-szerese az ABC A-bol indulé m magassiginak (0 < x < 1).
Fejezziik ki az ADFE hdromszdg és a DEFG téglalap teriletét T és x segitségével. (4 pont)
b) Legfeljebb hanyad részét tolti ki a téglalap az ABC' hdromszig teriletének? (5 pont)
c¢) Legfeljebb hdnyad részét tilti ki a 2. abra szerint berajzolt két téglalap az ABC hdromszdg teriletének? (7 pont)

A

2. dbra

Megoldas. a) Az ADE haromszog hasonl6 az ABC haromszoghoz, és a hasonlésag aranya x, ezért: t Appa = 22-T.
DE = za, DG = (1 — z)m, ezért tpgra = za(l — x)m = z(1 — x)2T.
b)

2
x(l—x)—x—x2——<x—l> —|—i.

1 1
Ennek maximuma 7 haz = —.

2
T 1
Ezért tppre = (1 — )27 maximuma 2 ha z = 3 Tehat a téglalap legfeljebb a haromszog teriiletének felét

toltheti ki, ha a téglalap magassaga éppen a haromszog magassaganak fele.
¢) Ha a fenti jelolések szerint osztjuk a magassagot, akkor az also téglalap teriilete x(1 — x)27.
A fels¢ téglalap teriilete, mint az el6z6 pontban lattuk, legfeljebb az ADFE héaromszog teriiletének fele lehet, tehat

§x2T. Keressiik tehat a

1
t1+ty = [290(1 —z)+ 5:102} T =

maximumat. 5 5
Lathato, hogy ennek a maximuma =7, ha z = —.

Tehat a két téglalappal a haromszog teriiletének maximum a kétharmadat tudjuk kitolteni, ha mindkét téglalap
magassaga harmadrésze a haromszog magassaganak.

1
Megjegyzés. Hibas az a megoldés, hogy az elsé téglalapot valasszuk a lehetd legnagyobbnak, ET—nek aztan a
11 1 5 2
méasodikat megint a lehetd legnagyobbnak, 3 ZT = gT—nek, mert igy csak gT—t kapunk, ami kisebb, mint §T'
9. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre teljesiil a kévetkezd két feltétel?

1
— Az — tizedes tort alakja véges.
n

— Az n®-nek hdromszor annyi pozitiv osztdja van, mint az n-nek. (16 pont)

1
Megoldas. Az — tizedes tort alakja véges, ha n torzstényezds alakjaban 2-n és 5-6n kiviil mas torzstényezd nem
n

szerepel: n =27 - 5Y (z,y € N).
Az n osztdinak szdma: d(n) = (z + 1)(y + 1), az n® = 2**5%¥ osztéinak szama: d(n?) = (2z + 1)(2y + 1).

3x+D(y+1)=Q2c+1)2y+1); ay—z—y—2=0; (z—1)(y—1)=3.

Az >0, y > 0 miatt csak z = 2, y = 4 vagy © = 4, y = 2 lehet. Azaz n = 22 - 5% = 2500, vagy n = 2* - 5% = 400.
A 2500 és a 400 is megfelel a feltételeknek.



