I. rész

1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert az egész szampdrok halmazdn:
9% . 3Y =81,
6x 4+ 6y + bxy = 0.
(11 pont)

Megoldas. Az elsé egyenletet 32*T¥ = 3% alakra hozzuk. Ekkor 22 + y = 4, azaz y = 4 — 2z. Ezt helyettesitsiik a
masodik egyenletbe: 62 + 6(4 — 2x) + 5z(4 — 2z) = 0.
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Ebbél az 522 — 7z — 12 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek a megoldasai: 1 = —1, zo = = Mivel ez utébbi

nem egész szam, azért az egyenletrendszer megoldasa az egész szampéarok halmazan: (x;y) = (—1;6).

2. Az 1,2,3,...,n pozitiv egész szamok felhaszndldsdval halmazokat képeztink az aldbbi modon:
A halmaz a pdros szamok halmaza;
B halmaz a 3-mal oszthato szamok halmaza;
C halmaz az 5-tel oszthato szamok halmaza.
a) Véletlenszerden kivdlasztva egy szémot az n db szdm kizil, mekkora annak a valdszinidsége, hogy azt nem hasz-
ndltuk fel a halmazok képzésekor, ha n = 48% (6 pont)
b) Ha az AN BNC halmaznak 2 eleme van, akkor hdny eleme lehet az (AN B) \ C halmaznak? (7 pont)

Megoldas. a) 1-t6l 48-ig azok a pozitiv egész szamok, melyek sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatok: 1, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. Tehat Osszesen 13 db ilyen szam van. Mivel az 0sszes kivalasztasi lehet&ségek
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szama 48, igy a keresett valészintiség: 18 ~ 0,271.

b) Az ANBNC halmazba azok az elemek vannak, melyek 2-vel, 3-mal és 5-tel is oszthatok, vagyis oszthatok 30-cal.
Ha ennek a halmaznak 2 eleme van, akkor ezek az elemek csak a 30 és a 60 lehetnek. Igy n értéke legalabb 60, de n
biztosan kisebb 90-nél, hiszen ellenkezs esetben az A N B N C halmaznak mar 3 eleme lenne. Tehat: 60 < n < 90.

Az (AN B)\C halmaznak azok a 2-vel és 3-mal is oszthato (tehat 6-tal oszthato) szamok az elemei, melyek 5-tel
nem oszthaték. Ha n = 60, akkor 8 db ilyen szam van: 6, 12, 18, 24, 36, 42, 48, 54. Ha n értékét ndveljiik a megengedett
hatarig, akkor még 4 db ilyen szamot talalunk: 66, 72, 78, 84.

Ezek szerint ha az ANBNC halmaznak 2 eleme van, akkor az (ANB)\C halmaz szdmosséga: 8 < [(ANB)\C| < 12.

3. Egy szarvasmarha telepen 1000 tehenet tartanak. Ezek egy évben 7 300 000 liter tejet adnak. A telep vezetdsége
azt tapasztalta, hogy — valdszindleg az egy marhdra jutd legeldterilet novekedése miatt — ha a tehenek szamdt 5%-kal
csokkentik, akkor az egy tehénre juté éves tejhozam 10%-kal novekszik.

a) A tehenek szaimdnak 5%-o0s csikkentése esetén mennyivel névekszik az éves tejtermelés a gazdasdigban? (5 pont)

b) Ilyen dllomdny esetében az a tény, hogy a tehenek szamdnak p%-os csokkentésével egy tehén éves tejhozama
2p%-kal novekszik, csak p < 20 esetén érvényes. Hdany szdzalékkal kell csokkenteni a tehéndllomdnyt, hogy az éves
tejtermelés 10%-kal névekedjen? (8 pont)

7 300 000
Megoldas. a) Egy tehén éves tejhozama oo - 7300 liter. Ha a tehénallomany 5%-os csokkentésével az egy

tehénre juto éves atlagos tejhozam 10%-kal névekszik, akkor a gazdasédgban az egy éves tejhozam: 1000-0,95-7300-1,1 =

7 628 500.

Tehat az éves tejhozam-novekedés: 7 628 500 — 7 300 000 = 328 500 liter.
b) A tehenek szaménak p%-os cstkkentése utan a tehenek szama: 1000- (1 — L) Az egy tehénre juto6 éves 2p%-os

100
novekedésével az egy tehénre jutd éves tejhozam:

2p
1+ =)
7300 ( +100>

Ha a gazdasag ezzel éves szinten 10%-os novekedést ért el, akkor

p 2p
1000 - (1 _ —) 7300 {1+ -2 ) =7300000-1,1,
100 ( + 100)
2 2
amit 1 + 1%;0 — 15902 = 1,1 alakban is frhatunk. Ebbél: p? — 50p + 500 = 0. A kapott egyenlet 20-nal kisebb gyoke:

p=25-5V5~138.
Tehat a tehénallomény kb. 13,8%-os csokkentésével az éves tejhozam 10%-kal novekedik.

4. A p1 < p2 < ps < pg primszimokrol a kiévetkezdket tudjuk: ps = p1 + pa, p% + 8 is primszdm és py =
2p1p2p3 + p1 + ps3.



Szdmitsuk ki a p1papsps szorzat értékét. (14 pont)

Megoldas. Mivel a 2-n kiviil minden primszam pératlan, igy a ps = p1 + p2 egyenl6séghdl kovetkezik, hogy a jobb
oldali primek valamelyikének parosnak kell lennie. Mivel a vizsgalt primek koziil p; a legkisebb, azért csak p; = 2
lehet.

Ha a ps = 3k + 1 alaki, akkor p% = 9k% + 6k + 1, igy p% + 8 = 9k? 4 6k + 9, ami oszthat6 3-mal, igy p% + 8 nem
lenne primszam.

Ha a p = 3k + 2 alaku, akkor p2 = 9k? + 12k + 4, igy p3 + 8 = 9k* + 12k + 12, ami oszthat6é 3-mal, igy p3 + 8 nem
lenne primszam.

Ezek szerint pg + 8 csak ugy lehet primszam, ha p oszthaté 3-mal, vagyis ps = 3. (Ekkor p% +8=94+8=17, ami
valéban primszam.)

Ezzel p3 = p1 +p2 =5, igy pa = 2p1paps +p1 +p3 =2-2-3-5+2+5 =67.

A keresett szam: p1popsps = 2 -3 -5 - 67 = 2010.

II. rész

5. A valds szamok halmazdn értelmezett f(x) = 2° + pa® 4+ qx (p # —2, q # 0) fiiggvényrdl tudjuk, hogy pontosan
két zérushelye van, tovdbbd, hogy f(2) = —p.

a) Hatdrozzuk meg a figguény zérushelyeit. (8 pont)

b) Az f(x) figgvény origon dtmend érintdje hol metszi a figguvény gorbéjét? (8 pont)

Megoldas. a) A feltételek szerint az f(z) = 2 + pr? + gz fiiggvénynek pontosan két zérushelye van, azaz az
23 4 pa® + gr = 0 egyenletnek pontosan két gyoke van. Emeljiink ki a-et a bal oldalon:

z(z® +pr+q) = 0.

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha z = 0, vagy 2% +pa+¢ = 0. Tehat az egyenlet egyik gydke 0. Mivel az 2* 4+pz+q = 0
mésodfoki egyenletnek csak egy gydke lehet, azért a diszkriminansa 0 kell, hogy legyen: p* — 4¢ = 0.
Azt is tudjuk, hogy f(2) = —p, tehat f(2) = 8 +4p + 2¢ = —p, azaz 5p + 2¢ = —8. Az el6z6 eredménybél 4q = p?,
2 2

azaz 2q = %, igy az utobbi egyenlet: 5p + % = —8, azaz p® 4+ 10p + 16 = 0, amibdl: p; = —8, py = —2.
A feltételek szerint p # —2, igy csak p = —8 lehet és ezzel 4q = 64, azaz ¢ = 16. Tehat a keresett fiiggvény:

f(x) = 2® — 822 + 162 = 2(2® — 8z + 16) = z(z — 4)°.

A fiiggvény zérushelyei: 1 = 0, z3 = 4.

b) Az origén atmend érintG meredeksége az f(x) fliggvénynek az x = 0 helyen vett differencialhdnyadosaval egyenld:
fl(z) = 32% — 162 + 16, ami 2 = 0-ban 16. Tehat az érinté meredeksége 16, igy az érinté egyenlete: y = 16z. Ez az
egyenes ott metszi az f(x) fliggvényt, ahol 23 — 822 + 162 = 16z, azaz 2> — 82 = 0, vagyis 2 (x — 8) = 0, ahonnan
xr1 = O, T = 8.

Tehat az f(x) fiiggvénynek az origoban hizott érint6je a fliggvényt az x = 8 helyen metszi.

6. Egy formatervezd szimmetrikus trapéz alaki falemezre szerelt ordt tervezett. Az ora korlapjinak sugara 10 cm,
kézéppontja a trapéz minden oldaldtol 12 cm tdvolsdgra van és a hosszabbik pdrhuzamos oldala a révidebbnek kétszerese.

a) Mekkora teriletd faolemezre van szikség? (7 pont)
b) 2 dra utdn legkézelebb mikor lesz a két dramutatd haglisszige ugyanakkora, mint 2-kor? (9 pont)

12 6
Megoldas. a) Képzeljiik el, hogy az ora korlapjat a kdzéppontjabol 0= ardnyban nagyitjuk. Mivel a kor
kozéppontja minden oldaltél 12 cm tavolsagra van, azért a nagyitas utan a kapott kor érinteni fogja a trapéz minden

oldalat. Ebbdl kovetkezik, hogy a trapéz érinténégyszog.
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Ha a trapéz rovidebb parhuzamos oldala x, akkor a hosszabb 2z, igy az érinténégyszogekre vonatkozoé tétel alapjan

2 3
a szarai: — ter 3% hossztak.
3 2z — 1 .
A BTC derékszogi haromszoghen BC = 5% BT = x2 - 5% CT =m =2-12 = 24. Irjuk fel a haromszogre
Pitagorasz tételét:
3\* [1\? 922 a2
(ix) = (5:10) + 242, vagyis % = % + 576,

ahonnan = = 12v/2. Ezzel a trapéz T teriilete:

242 +12v/2) - 24
T:( f+2f) =36v2-12 ~ 610,9.

Kb. 610,9 cm? teriilett falemezre van sziikség egy ora elkészitéséhez.
b) 2 orakor a kis- és nagymutato 60°-os szoget zar be egymassal.
Ha a kismutato o szoggel fordul el a legkdzelebbi olyan helyzetig, amikor a két mutato ismét 60°-os szoget zar be

egymaéssal, akkor a nagymutaté 60° 4+ « + 60° = 120° + « szoggel fordul el. Mivel a nagymutato forgasi sebessége a
120°

kismutato forgéasi sebességének 12-szerese, azért 12 = 120° + «, azaz 11a = 120°, ahonnan o = BT

>

o

Most azt kell kiszamitanunk, hogy a kismutaté o = fokos elfordulésa mennyi id6t vesz igénybe. A kismutato

1 6ra, azaz 60 perc alatt 30°-ot fordul el, igy 1°-os elforduléas 2 percig tart. Ezek szerint az « szogi elfordulas 2« percet
vesz igénybe. Esetiinkben az elfordulés ideje:
120 240

. T = f ~ 21,8 perc.

Tehat 2 ora utan legkozelebb a két mutatéd kb. 2 éra 21 perc és 48 masodperckor zar be egymassal 60°-os szoget.

7. Egy vdrosi dllatkertben a 4 ragadozdt (egy ndstény tigrist, egy oroszldint, egy leopdrdot és egy jagudrt) 8 egymds
melletti ketrecben helyezték el.

a) Hanyféleképpen helyezhették el a ragadozdkat a 8 ketrecben? (4 pont)

b) Az dllatgondozdk azt tapasztaltdk, hogy ha két ragadozd szomszédos ketrecbe keril, akkor azok rendkivil agresszi-
vekké valnak. Hanyféleképpen helyezhették el a ragadozdkat a 8 ketrecben gy, hogy szomszédos ketrecekbe ne keriljenek
d@llatok? (5 pont)

¢) A jagudrt elszdllitottdk, és hoztak helyébe eqy him tigrist. Annak érdekében, hogy a ndstény és a him tigris
Ykozeledjenek” eqymdshoz, e két tigrist szomszédos ketrecbe akartak elhelyezni. Ekkor hanyféleképpen helyezhették el a
ragadozokat, ha a két tigris szomszédos ketrecbe kerilt, de ezen kivil nem voltak szomszédos ragadozok? (7 pont)

8
Megoldas. a) A 4 ketrecet, melyekbe elhelyezziik a ragadozokat < 4> -féeleképpen vélaszthatjuk ki. E lehet&ségek

koziil barmelyiket kivalasztva, a kivalasztott 4 ketrecbe a 4 allat 4!-féleképpen helyezhetd el. Ezek szerint a ragadozokat

a 8 db ketrecbe Osszesen
8 4'—8—!4'—8—!—5678—1680
4) 7 A4l T4 N

féle modon helyezhették el.
b) Széamoljuk Ossze azokat az elhelyezési lehetSségeket, amikor szomszédos ketrecekben nincsenek allatok.



Ha az 1. ketrecbe helyeztiink allatot, akkor helyezhetiink a 3., 5., 7. ketrecbe, vagy a 3., 5., 8. ketrecbe vagy a 3.,
6., 8. ketrecbe vagy pedig a 4., 6. és 8. ketrecbe. Ha az els6 ketrecbe nem helyeztiink, akkor csak a 2., 4., 6. és 8.
ketrecbe helyezhettiink allatot. Ez tehat 6t lehet&ség. Minden lehetGség 4!-féleképpen valdsulhat meg, hiszen az adott
négy ketrecbe az allatok 4!-féleképpen helyezhetdk.

Ezek szerint a 4 allatot ugy elhelyezni a 8 ketrecben, hogy ne legyenek szomszédok, Gsszesen 5 - 4! = 120-féleképpen
lehetséges.

¢) Ismét szamoljuk Ossze a lehetGségeket. A két tigris lehet az 1-2. vagy 2-3. vagy 3—4. vagy 4-5. vagy 5-6. vagy
6-7. vagy 7-8. ketrecben.

Ha az 1-2. ketrecben vannak a tigrisek, akkor 6 lehet&ség van.

1. 2.3 4 5 6. 7. 8
(X/[XI[_|®]__|lo JL]
(X/[XI[ |l®f_|L |l®]L |
(X/IXI[_Jl®fIL ] |lo
XIIXIL | |lo]l |l®] ]
(X/IXI[ | |lo/L | |l®]
(X/IXIL L | /le][ |l®]

Mivel a két tigris is és a maésik két ragadozé is kétféleképpen foglalhatja el a helyét, azért ez esetben a lehetGségek
szama: 6 - 2 - 2 = 24.
Ha a két tigris a 2-3. ketrecben van, akkor 3 lehet&ség van.

1. 2.3 4 5 6. 7. 8
LIIXIX]L |[®]L |l®] |
LIIXIX]L |[®fL || |l®]
LIIXIXIL L |le][ |l®]

Ekkor az allatokat 3 - 2 - 2 = 12-féleképpen helyezhetik el a kivant médon.
Ha a két tigris a 3—4. ketrecbe keriil, akkor 4 eset van.

1. 2.3 4 5 6. 7. 8.
Lo I[X|[X|| /e[ JL |
Lo IIXIIX|L |l |l®]L ]
o]l IIXIIXIL Il Il |l®]
LIL XX o]l |l®]

Ekkor a lehetfségek szama: 4 -2 -2 = 16.
Ugyancsak 4-féleképpen valaszthatok ki a ketrecek, ha a tigrisek a 4-5. helyen vannak.

1.2 3 4 5 6. 7. 8
ol Il JIX/IX/L |l®] |
ol Il JIXIIXIL I |l®]
LIlell JIX/IX/L | |le]
LIlell JIX/IX/L |le]L ]

Tehat ez esetben is 16-féleképpen helyezhetSk el az allatok a feltételeknek megfelelGen.

A szimmetria-okok miatt az 5-6. eset megegyezik a 3—4. esettel, a 6-7. eset megegyezik a 2-3. esettel, végiil a 7-8.
eset megegyezik az 1-2. esettel.

Ezek szerint a 4 ragadozot a 8 ketrecben tgy elhelyezni, hogy a tigrisek szomszédos ketrecben legyenek, de ezen
kiviil ne legyenek szomszédos ragadozok, Gsszesen

244+12+16+16+16 +12+24 =120

féle modon lehet.

8. Egy négyzet alapi hdz tetdszerkezete mégyzet alapi egyenes gqula. Az oldalélek az alapnégyzettel 36°-o0s szdget
zarnak be.



a) Szamitsuk ki a tetdszerkezet oldallapjdénak és alaplapjinak a hajldsszdgét. (8 pont)
b) Mekkora a tetdszerkezet légtere, ha az oldaléle 8 m hosszi? (4 pont)
c) A tetészerkezet alapnégyzetét ereszcsatorna veszi koril. A lehulld esd a tetdrdl az ereszesatorndba, onnan pedig
a hdz egyik sarkdndl fiiggdlegesen haladd csatorndn keresztil az ald helyezett egyenes kérhenger alakid horddba folyik.
A hordo dtmérdje 68 cm, magassdga 120 cm. Egy 15 percig tarté nydri felhdszakadds sordn a hiraddsok szerint 20 mm
csapadék hullott orinként. Megtelik-e a felhdszakadds utdn a tetdrdl lefolyt vizzel a hordo? (9 pont)

Megoldas. a) Legyen a tet6tér alapnégyzetének oldala a, magassaga m; az oldallap és az alaplap hajlasszogét az
abran a-val jeloltiik.

E
(] !
a
a
Az ATE derékszogl haromszogben:
ax/ﬁ . o m m\/§
AT—T, igy tg36 _“—\2/5_ P
Az EFT derékszogi haromszogben:
m  2m
tga = — = —

2
Ezt és az el6bb kapott eredményt elosztva egymassal azt kapjuk, hogy

2m

t = 2
tgg% = m(\l/ﬁ = E =2, azaz tga=+2-tg36°, ahonnan « = 45,78°,

a

Ha tehat a négyzet alapi egyenes gila oldaléle az alaplappal 36°-o0s szoget zar be, akkor az oldallap az alaplappal kb.
45,78°-0s szoget zar be.
b) Ha a gula oldaléle 8, akkor az AT E héaromszogbdl

cos 36° = %, ahonnan AT = 8- c0s36° ~ 6,47 m.

Az AT ismeretében az alapnégyzet oldala: a ~ 9,15 m.
A gula m magassagara sin 36° = g ahonnan m = 8-sin36° ~ 4,70 m. A gila V térfogata, vagyis a tetGtér légtere:

a’m _ 9,15%-4,7
3 3

V =

~ 131,17 m>.
¢) A hordo sugara 0,34 m, magassaga 1,2 m. Tehat a hordo Vj, térfogata:
Vi =721 -m = 0,34%7 - 1,2 ~ 0,4358 m>.

Ha a kérdéses felhGszakadéas alkalméval 20 mm csapadék esett 6ranként, akkor 15 perc alatt 5 mm. A tet6re hullo
csapadék egy 9,15 m oldala négyzetre es§ csapadéknak felel meg, tehat a tetére hullo csapadék térfogata egy olyan



négyzetes hasab térfogataval egyezik meg, melynek alapnégyzete 9,15 m, magassaga pedig 5 mm, azaz 0,005 m. Ennek
terfogata: 9,152 - 0,005 ~ 0,4186 m>.
Mivel a hordé térfogata 0,4358 m?, igy a tet6rdl lefolyo csapadékkal nem telik meg a hordo.

9. a) Egy pedagdgiai konferencia kézépiskolai szekcidjdba 12 f6 jelentkezett. A 12 fds csoport két tagja (a mo-
derdtorok) a csoportbol mindenkit ismertek. Ot olyan tagja volt a csoportnak, akik a moderdtorokon kivil senkit sem
ismertek; a szekcio t0bbi tagja kézil pedig mindenki mindenkit ismert (az ismeretség minden esetben kolcsonds). Az elsd
szekcioulés eldtt, akik nem ismerték eqgymdst, kézfogdssal bemutatkoztak egymdsnak. Hany kézfogds tortént? (7 pont)

b) Az dvodai szekcionak hdrom moderdtora volt; 6k szintén mindenkit ismertek a csoportbol. A csoport tobbi tagjanak
a fele a moderdtorokon kivil senkit sem ismert, mig a csoport tébbi tagja kézil itt is mindenki mindenkit ismert
(természetesen az ismeretség itt is minden esetben kélcsonds). Ebben a szekcidban is bemutatkoztak egymdsnak azok,
akik nem ismerték egymdst, s igy ebben a csoportban 35 kézfogdsra kerilt sor. Hdny fébél dllt az dvodai szekcio?
(9 pont)

Megoldas. a) Készitsiik el a 12 f6s tarsasag ismeretségi grafjat. Legyenek A és B a moderatorok, C, D, E| F és
G azok a személyek, akik a moderatorokon kiviil senki mast nem ismertek; a tobbiek pedig H, I, J, K és L.

N

Azt kell meghataroznunk, hogy e grafba hany élt kellene még berajzolnunk, hogy teljes grafot kapjunk.

Az A és B pontok fokszama 11-11. A C, D, E, F' és G pontok mindegyikének fokszama 2. A H, I, J, K és L
pontok mindegyikének fokszama 6. Igy a grafban a fokszamok osszege: 2- 11+ 5-2+5-6 = 62, vagyis a graf jelenleg
meglevs éleinek a szdma 31.

Mivel a 12 pontu teljes graf éleinek a szama = 66, és jelenleg 31 éle van, igy a hidnyzo élek szama 35. Tehat
a szekcioiilés el6tt 35 kézfogasra keriilt sor.

b) Legyen A, B, C' a harom moderator. Legyen k db olyan személy, akik a moderatoron kiviil senkit sem ismertek.
Ekkor a csoport tobbi tagjai (ugyancsak k db személy) kézil mindenki mindenkit ismert.

Ekkor a grafnak 2k + 3 pontja van.

A héarom moderétor és azok, akik koziil mindenki mindenkit ismert, egyiitt egy k + 3 pontu teljes grafot alkotnak,
(k+3)(k+2)

amiben él van. Azok a személyek, akik csak a moderatorokat ismerték, 3k élt jelentenek, igy a graf

(k+3)(k+2) 0

A 2k 4 3 pontt teljes graf éleinek a szama:

meglevs éleinek a szama:

(2k +3)(2k + 2)
2 )



igy a meglevs graf hidnyzo éleinek a szama:

(2k+3)2k+2) (k+3)(k+2) . _ ..
2 2 ,

ami 4k% + 10k 4+ 6 — k? — 5k — 6 — 6k = 70 alakban is irhat6. Vagyis a 3k? — k — 70 = 0 masodfoku egyenletet kaptuk.
A negativ megoldés nyilvan érdektelen, igy k = 5.
Tehat az 6vodai szekcidnak 2k + 3 = 13 tagja volt.



