Uj matematikafeladatokat kitalalni nem konnyi. Aki probalt mar matekversenyt rendezni, szép és nehéz feladatokat
kitalalni, tapasztalhatta. A kiilonb6z6 versenybizottsagok tagjai rendszeresen szembe kell nézzenek a problémaval:
kozeleg a verseny vagy a lapzarta, és mar megint nincs elég feladat.

Természetesen mas orszagok versenyeinek feladatait is felhasznalhatjuk, bar ez ma mar egyre nehezebb. A felada-
tokat a versenyzok is ismerhetik, illetve megtalaljak az interneten. El6fordul, hogy a feladatok allitasat altalanositjuk,
vagy csak egy specidlis esetet adunk fel, hogy lehetSleg az se ismerjen ra, aki kitalalta. (Egyes vélemények szerint
valamikor az ¢korban valaki kitalalt 6t feladatot, és azdta ezeknek a kiilonboz6 valtozatait adjuk fel djra és djra.) De
a sajat feladatainkkal is gyakran 6sszetalalkozhatunk mas versenyeken és internetes féorumokon.

Tavaly nyaron Svetoslav Savchevtdl, a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia feladatkivalaszto bizottsaganak bolgar
tagjatol hallottam egy érdekes torténetet. (Az esetet Svetoslav Savchev és Titu Andreescu megirtdk Mathematical
Miniatures c. kényviikkben [1].)

Az 1983. évi Kiirschak-versenyen szerepelt a kovetkezd feladat:

Adott a sikon n+1 pont, Py, P, ..., P, és Q, amelyek kozil semelyik hdrom nincs eqy egyenesen. Tudjuk,
hogy barmelyik két kilonbozé P;, P; ponthoz taldlhato olyan Py pont, hogy QQ a P;P; P, hdromszog belsejében
van. Mutassuk meg, hogy n pdratlan szdm.

A feladatnak t6bb megoldasa is ismert, ezeket elolvashatjuk Suranyi Janos cikkében [2]. Itt most csak annyit szeret-
nék kiemelni, hogy az allitas bizonyos értelemben éles: barmely paratlan n > 3-hoz léteznek a feltételeknek megfelels
P, P, ..., P, és @ pontok. Példaul ilyen rendszert kapunk, ha P, P; ... P,-t egy szabalyos n-szognek valasztjuk, ami-
is teljesiil, ugyanis ha valaki mutat két kiilonb6z6t az egy szem P; pont koziil, mi biztosan talalni fogunk hozzajuk
megfelel harmadikat. ;-)

Valosziniileg a Kiirschék-feladat ihlette az 1984-es Bolgar Matematikai Olimpia szervezdit, akik a verseny utolséd
fordulojaban a kovetkezs feladatot tizték ki:

Adott a térben n + 1 pont (n > 4), P1, Ps,..., P, és Q gy, hogy kozilik semelyik négy nincs egy sikon.
Tudjuk, hogy bdarmely hdrom kilonbézdé P;, P; és Py, ponthoz taldlhato legaldbb egy olyan P, pont, amelyre
Q a P, P; P, P, tetraédernek belsd pontja. Mutassuk meg, hogy n pdros.

A pontokat a P, pontbol egy alkalmas sikra vetitve, a térbeli feladat allitasat konnyen visszavezethetjiik a sikbeli
esetre. Lényeges kiilonbség azonban — és ez feltehetGen elkeriilte a versenybizottsag figyelmét —, hogy nem létezik minden
egyes paros n > 4-hez megfelel§ pontrendszer. Egy, a versenyen résztvevs tizedik osztalyos didk, Ivan Dimitrov vette
észre és bizonyitotta be, hogy az allitasnal joval tobb is igaz: a feltétel kizarélag akkor teljesiil, ha n = 4, és @ a
P, P, P; Py tetraéder belsejében fekszik.

A szeptemberi A. 458. feladat kisérlet volt; Svetoslav Savchev javaslatara a K6MaL pontversenyben is kittiztiik
a térbeli feladatot. (A szovegbdl véletleniil kimaradt az n > 4 feltétel, igy az n = 1 és n = 2 esetek is lehetségesek.)
A feladatot végiil hat versenyzénk oldotta meg — ennyien bizonyitottak, hogy n > 4 esetén n paros —, de kouziiliik csak
ketten (Nagy Dondt, Szeged, Radnoti M. Kisérleti Gimn. és Alt. Isk., 10. évf., és Tomon Istvdn, Fazekas M. Fév. Gyak.
Gimn., 12. évf.) mutattak meg azt is, hogy n < 4.

Kovetkezzen tehat az A. 458. feladat megoldasa Nagy Donat dolgozata alapjan.

Megmutatjuk, hogy csak n = 1, n = 2 és n = 4 lehetséges, ezekhez az értékekhez konnyen talalhatoé is megfeleld
pontrendszer. Ha n > 3, akkor a feltétel szerint a P, P», P pontokhoz talalhatunk egy negyedik Pp-et is (amelyre az
is igaz, hogy @ a Py P, P3P, tetraéder bels6 pontja), tehat az n = 3 eset nem lehetséges.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy n > 4.

Vegyiink fel egy @ kozéppontia G gombot, és jeloljiikk A;-vel a QP; félegyenes és G metszéspontjat (1 < i <
n). Abbol a feltételbdl, hogy a Py, Pa, ..., P,, @ pontok koziil semelyik négy nincs egy sikban, kovetkezik, hogy az
Aq, ..., A, pontok koziil semelyik harom nincs egy sikban ()-val. Tovidbba, tetszSleges P;P; Py P, tetraéder pontosan
akkor tartalmazza a belsejében Q)-t, ha az A;A; A, A, tetraéder is a belsejében tartalmazza ()-t. Emiatt barmely harom
kiilénb6z6 A;, A;, Ai ponthoz talalhato legalabb egy olyan A, pont, amelyre ) az A;A; A, A, tetraéder belsé pontja.




Legyen K az A1, As, ..., A, pontok konvex burka. Mivel az Ay, ..., A, pontok a G gombon fekszenek, mindegyikiik
csucsa K-nak; a K konvex poliédernek pontosan ez az n cstcsa van. Tébbnyire K lapjai haromszogek, de eléfordulhat,
hogy valamelyik lapnak tobb oldala van; az ilyen lapokat néhany atlo behuzasaval osszuk fel haromszogekre. (Azt is
megtehetjik, hogy az Aq, ..., A, pontokat egy kicsit elmozditjuk, hogy semelyik négy ne essen egy sikra.)

Jeloljiik az igy kapott  haromszoglapok” és ,élek” szamat L-lel, illetve E-vel. Az Euler-féle poliédertétel szerint
n+ L = E+2. Minden haromszoglapot harom él hatarol, és minden él két haromszoglapot valaszt el, igy azt is tudjuk,
hogy 2F = 3L. A két Gsszefliggésbol E-t eliminélva, 3L =2E =2(n+ L —2) = 2n + 2L — 4, azaz

(1) L=2n—4.

Tetsz6leges A; A; Aj, haromszoglaphoz van legalabb egy olyan A, pont, amelyre Q az A;A; A, Ay tetraéder belss
pontja. Ekkor az A,() egyenes az A;A; Ay, haromszog sikjat az A;A; Ay, haromszoglap egy belsé B pontjaban dofi at.
Mivel P konvex poliéder, az A,;Q félegyenes csak egy haromszoglapot dofhet, és a kiilonb6z6 A; A; A, haromszogla-
pokhoz més és mas Ay pontok tartoznak. Ebbdl kovetkezik, hogy legalabb annyi A, pont van, mint haromszoglap,
vagyis

(2) L<n.

Az (1) és (2) egyenl6tlenségek Osszevetésébdl kapjuk, hogy n < 4.
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