Bevezetés

Sikgeometriai feladatok megoldasanal gyakran hasznos fogas a tekintett dbrdt valamely térbeli alakzat vetiileteként
felfogni; erre sok érdekes példa talalhato a [9] szakkori fiizetben, valamint a joval Gjabb [4] dolgozatban. E modszer
ismeretében a KéMaL-ban kittizott A. 456.-os feladat kapcsan természetes modon vet6dott fel a kérdés, hogy nem
kezelhetG-e egyszeriibben ez a probléma is azéltal, ha a vizsgdlandé konfiguraciot a térbdl torténd vetitéssel szar-
maztatjuk. Kideriilt, hogy az 6tlet miikodSképes, azzal a finomitassal, hogy el6bb az euklideszi teret projektiv térré
bévitjiik, s azt kévetSen an. centrdalazonometridt alkalmazunk, amely az euklideszi tér axonometrikus dbrazolasanak
projektiv valtozata.

Dolgozatunkban elészor roviden attekintjiik az euklideszi tér axonometrikus dbrazolasat, majd vazoljuk az eukli-

deszi tér projektiv bévitését és ennek centralaxonometrikus abrazolasat. Ezek utan ratériink a kérdéses feladat ,cent-
ralaxonometrikus megoldasara”, amely érzésiink szerint azt is megmutatja, hogy a bizonyitandé allitas ,miért igaz”.

Az axonometrikus abrazolasrol

Tekintsiink a haromdimenzios euklideszi térben egy (O; E1, Ea, E5) derékszogl koordinatarendszert, ahol O az
origd, az OF1, OF5 és OFE3 egyenesek rendre az z-, az y- és a z-tengely, és az F1, Fy, F3 pontok, az un. egységpontok,
az origotol 1 tavolsagra vannak. Axonometrikus dbrézolasnal az origo O’ és az egységpontok Ej, Fy, E} képét egy adott
sikban tetszélegesen rogzitjlik, természetesen azzal a megszoritassal, hogy a tengelyek képei kiilonboz6 egyeneseknek
adodjanak. Ezutan az OF; tengely (i € {1,2,3}) valamely P; pontjanak P képét azzal definialjuk, hogy az O'E}
egyenes

d(0,P;) _ d(O', F))
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feltételeknek eleget tevs pontja legyen, ahol d az euklideszi tér elGjeles tavolsaga.
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1. dbra

A kovetkezd lépés a koordinatasikokra illeszkedd pontok képének értelmezése. Ha P mondjuk az xy-koordinatasik
pontja, akkor tekintjiik ennek az z-, illetve az y-tengelyre es6 P, illetve P, mersleges vetiiletét, és a leirt modon
meghatéarozzuk ezek P, illetve P, képét. A P pont P’ képpontjat a P, ponton at az y-tengely képével és a P, ponton
at az = tengely képével parhuzamosan huzott egyenesek metszéspontjaként definialhatjuk.

Végiil a tér egy tetszbleges P pontjanak P’ képét a kovetkezéképpen készitjiik el. Merdlegesen vetitjiik a pontot
mondjuk az xy és yz koordinatasikra; legyenek a vetiiletek képei P, és P, . A P, ponton 4t a z-tengely képével,
a P;z ponton &t pedig az z-tengely képével htizzunk parhuzamost, P’ ezek metszéspontja. Egyszeriien atgondolhato,
hogy a P’ pont nem fiigg attol, hogy melyik két koordinatasikot valasztottuk ki. Megmutathato, hogy a tér tetszéleges
pontjat egyértelmien meghatarozza a pont igy értelmezett azonometrikus képe, valamint valamelyik koordinatasikra
es6 merdleges vetiiletének axonometrikus képe. Pohlke tétele szerint egy térbeli alakzat axonometrikus képe hasonlé az
alakzat valamely sikra vonatkozoé parhuzamos vetiiletéhez. Ebb6l kévetkezik, hogy az axonometria egyenestartd abban
a tagabb értelemben, hogy egyenes axonometrikus képe egyenes vagy pont. Az axonometridval kapcsolatos részleteket
illetGen a [2] munkéra utalunk.

Projektiv bdvités és centralaxonometria



Kiindulva a haromdimenziés euklideszi térbél, a tér pontjainak és egyeneseinek halmazat bévitsiik tovabbi pon-
tokkal — melyeket wvégtelen tdvoli pontoknak, illetve egyeneseknek fogunk nevezni — az aldbbi moédon. A tér minden
egyenesére egy és csak egy végtelen tavoli pont illeszkedjen, két egyenes végtelen tavoli pontja akkor és csak akkor
egyezzen meg, ha a két egyenes parhuzamos. Minden sik végtelen tavoli pontjai illeszkedjenek egy egyenesre, amit a sik
végtelen tdvoli egyenesének mondunk. Az ilyen modon kibGvitett euklideszi teret nevezziik az euklideszi tér projektiv
bovitésének, vagy roviden, projektiv térnek. A projektiv tér sikjait projektiv sikoknak hivjuk.

A projektiv tér kolcsonosen egyértelmi (azaz bijektiv) és egyenestarto transzformacioit kollinedcidknak nevezziik.
Megmutathat6, hogy a projektiv térben a korok, ellipszisek, parabolak és hiperbolak projektiven ekvivalensek, azaz
kollineacioval barmely ketts atvihets egymasba. Igy ezeket egyiittesen kipszeleteknek vagy nemelfajuld mdsodrendi
gorbéknek is mondjuk. Kollinedcional tehat tetszbleges kipszelet képe ismét kiipszelet.

A projektiv térben a kupszeletek egyes fajtait végtelen tavoli pontjaik szama kiilonbozteti meg egyméastol. A
koroknek és ellipsziseknek nincsen végtelen tavoli pontjuk, a parabolaknak egy végtelen tévoli pontja van (amely a
parabola tengelyével parhuzamos egyenesek kozos végtelen tavoli pontja), a hiperboldknak pedig két végtelen tavoli
pontja van (amelyek a hiperbola aszimptotéival parhuzamos egyenesek végtelen tavoli pontjai).

A kupszeletekrol részletesebben a [5] konyvben olvashatunk. A projektiv sikokkal kapcsolatban a [8], az ott értel-
mezett geometriai transzformaciokkal kapcsolatban a [7] konyvet ajanljuk. A projektiv sikok preciz, axiomatikus, de
egyben élvezetes targyalasat illetGen lasd az [1] munkat.

A projektiv teret egy projektiv sikon az axonometria projektiv altaldnositdsanak, a centrdlazonometridnak az
alkalmazasaval fogjuk abrazolni. A térben ismét egy derékszogi koordindtarendszert tekintve, a sikon megadjuk a
koordinatarendszer O origojanak, a tengelyek E7, Fo, E3 egységpontjainak, és a tengelyek Vi, Vo, V3 végtelen tavoli
pontjainak — ismét vesszdvel jelolt — képeit.

Mivel az E Vi, EsVs és E3Vs egyenesek mindegyikére illeszkedik az origd, ezért az egyes egyenesek képeire is
illeszkedik az orig6. Tehat az E| ELEy és V{ Vo VY haromszogek az O pontra nézve perspektivek. Az ilyen tulajdonsé-
ga haromszogek tengelyre nézve is perspektivek Desargues tétele alapjan (lasd Kiss Gyorgy KoMaL-beli dolgozatat
[3]), azaz az E1E} és V{Vy, E\E} és V{Vy, valamint E5E} és ViV, egyenesek metszéspontjai egy egyenesre illeszked-
nek. Azt mondjuk erre tekintettel, hogy E}E5F4 és V{V, Vi egy Desargues-féle hdromszigpdr. Minden Desargues-féle
haromszogpar egyértelmiien meghataroz egy centralaxonometrikus leképezést.

2. dbra

A centrilaxonometridban a kijelolt koordinatarendszer valamely tengelyére illeszkeds P; (i € {1,2,3}) pont P/ €
O'E! képét azéltal adjuk meg, hogy el6irjuk a

d(0,Vi) d(O,F) _ d(O"V/) dO',F)

d(EV;)  d(E:B)  d(EV))  d(EiP))

egyenlGség teljesiilését. A fenti egyenlGség az un. kettdsviszony megOrzését biztositja; ez a tulajdonsag jellemzi a
projektiv tér kollineaciéit. Valamely koordinatasik — mondjuk az xy — valamely P pontja képének meghatarozasahoz
most is eldszor tekintjliik a pont koordinatatengelyekre esé P, és P, merdleges vetiileteit, ezek centrdlaxonometrikus
képeit meghatarozva kapjuk a P, és P, pontokat. A PV, és P, V| egyenesek metszéspontja adja a P’ képpontot.
Tetsz6leges tovabbi P pont képét is az axonometridanal alkalmazott eljaras mintajara definialjuk. A P pont zy és yz
és yz koordinétasikokra es6 merdéleges vetiileteit ismét P,y -al és P, -vel jelolve, a fenti médon meghatérozzuk a Pw’y
és P, pontokat; a P pont P’ centrdlazonometrikus képe a P, Vi és P, V| egyenesek metszéspontja. Eszrevehetjiik,
hogy most a parhuzamos egyenesek szerepét egymast a végtelen tavoli pontokban metsz6 egyenesek veszik at.



Az axonometridhoz hasonloan a tér tetszéleges pontjat egyértelmiien meghatarozza a fentiek alapjan szerkesztett
centrilaxonometrikus képe és valamely koordinatasikra esé vetiiletének centrdlaxonometrikus képe. A centralaxono-
metria szintén egyenestart6 leképezés a korabbi értelemben, tehat egyenes képe egyenes vagy pont. Erdekes eltérés,
hogy Pohlke tétele nem altalanosithato centralaxonometriara. A Pohlke-tétel szerepét a Szabd—Stachel-Vogel-tétel [6]
veszi at, eszerint egy alakzat centralaxonometrikus képe pontosan akkor hasonlé az alakzat valamely sikra es6 centralis
vetiiletéhez, ha

teljestil.

Az A. 456. feladat megoldasa

Adott az ABC hdromszig és belsejében a D pont gy, hogy az ABD, BCD, és CAD hdromszégekbe irt kirok
pdronként érintik eqgymdst. Jeloljik az érintési pontokat a BC', CA, AB, AD, BD, CD szakaszokon rendre Ay, By,
C1, Az, B, Cy-vel. Legyen E a B1C5 és BoCy egyenesek, F pedig az A1Cy és AsCy egyenesek metszéspontja. Mutassuk
meg, hogy az AF, BE és C1D egyenesek egy ponton mennek dt.

3. dbra

Mivel tetszbleges Desargues-féle haromszogpar meghataroz egy centralaxonometrikus leképezést, tekinthetjiik az
adott ABC haromszog csicsait egy centralaxonometrikus leképezésben a végtelen tavoli pontok képeinek, az A3 BoCy
haromszog csucsait pedig az egységpontok képeinek. Ekkor D az origo képe. Legyen DA az x tengely, DB az y tengely,
DC pedig a z tengely képe. Ebben az esetben az ABD haromszog beirt kore az xy sik egy paraboldjanak centralaxo-
nometrikus képe, ugyanis a beirt kor térbeli 6sképe olyan kupszelet, amely érinti az zy sik végtelen tavoli egyenesét.
Ez a parabola az x és y tengelyeket egyarant a tengelyek egységpontjaiban érinti, igy tengelye az = és y tengelyek
szogfelezGje. Ez szimmetria okokbdl lathato, illetve projektiv geometriai eszkozokkel a Pascal-tétel segitségével igazol-
hato. (Ezen adatokbol a tengely meghatarozasanak altalanos modszerét illetGen lasd pl. [8].) Tehat C; az xy sikban az
y-tengellyel 45°-0s szbget bezard egyenesek végtelen tavoli pontjanak képe. Hasonl6an lathato, hogy A; az yz sikban
az y-tengellyel 45°-0s szOget bezar6d, By az xz sikban a z-tengellyel 45°-0s szoget bezard egyenesek végtelen tavoli
pontjanak képe. A 4., 5. és 6. dbrdkon a térbeli 6skép egyes koordinatasikjait szemléltettiik (lasd még: elsd borito).
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5. dbra
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6. dbra

Tehat a B1Cy egyenes az xz sikban a z tengely egységpontjara illeszkeds, azzal 45°-os szbget bezard egyenes
képe, a BoC4 egyenes az xy sikban az y tengely egységponjara illeszkeds, azzal 45°-o0s szoget bezard egyenes képe.
Mindkeét egyenes athalad az x tengely —1 koordinataju pontjan, igy E ennek a pontnak a centralaxonometrikus képe
(kovetkezésképpen illeszkedik az AO egyenesre), mivel a centralaxonometria egyenestartd leképezés. A BE egyenes
ezért az = tengely —1 koordinataju pontjan at az y tengellyel huzott parhuzamos egyenes centralaxonometrikus képe.

Hasonloan, A;Cy az yz sik z tengelyének egységpontjan athalado, a z tengellyel 45°-ot bezar6 egyenes képe, A>Ch
az =y sik x tengelyének egységpontjara illeszkeds, az = tengellyel 45°-ot bezaré egyenes képe. Igy e két egyenes F
metszéspontja az y tengely —1 koordinataju pontjanak centralaxonometrikus képe (tehat F illeszkedik a BBs egyenes-
re). Az AF egyenes ekkor az y-tengely —1 koordinataja pontjan keresztiil az = tengellyel hizott parhuzamos egyenes
képe. A fentiek alapjan a BE és AF egyenesek metszéspontja a (—1, —1,0) koordinataju pont centralaxonometrikus
képe. A C1 D egyenes az xy centralaxonometrikus képe. A C1 D egyenes az zy sikban a koordinatatengelyek szogfelezd
egyenesének képe, és mivel a szogfelezd egyenesre a (—1,—1,0) pont valoban illeszkedik, ezzel a centralaxonometria
egyenestartisa alapjan belattuk a feladat allitésat.
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