I. rész

1. Az ABC szabdlyos hiromszogben az A kézépponti, AB sugari kor kisebbik BC' ivének B-hez kézelebbi harmadolo-
pontja D, C-hez kdzelebbi harmadoldpontja pedig E. A B kézépponti AB sugari kor kisebbik AC' fvének felezépontja F'.
Mekkordk az ABDECFE hatszdg belsé szdgei? (11 pont)

Megoldas. Az ABC szabalyos haromszog minden szoge 60°-0s. Az AFB és az FBC egyenlGszara haromszognek
B-nél 30°-0s szarszoge van, ezért az alapokon fekvs szogeik 75°-osak. A CAFE, az EAD és a DAB egyenlGszaru
haromszogeknek A-nal 20°-os szarszogilk van, ezért az alapokon fekvs szogeik 80°-osak. Ezek alapjan a szogek a
kovetkezok:

A-nal 75°, B-nél 80°, D-nél és E-nél 2 - 80°, azaz 160°, C-nél 80° 4+ 75° — 60° = 95°, F-nél 2 - 75°, azaz 150°.
2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

Va? — 2z —15-1g(5 — ) - sin (a:— g) —0. (12 pont)

Megoldas. A négyzetgydk értelmezése miatt: 2 — 2z — 15 > 0, azaz & € |—o0; —3]U[5; 0o|, a logaritmus definicidja
miatt: z € |—o0; 5[. Vagyis a feladat értelmezési tartomanya: z € |—oo; —3].

A héarom tényezd zérushelyeit kiilon-kiilon megvizsgéaljuk.

Az els6 tényezs zérushelyei a —3 és az 5, de a feladat értelmezési tartoményanak csak a —3 felel meg.

A masodik tényez6 zérushelye a 4, de ez nincs benne az értelmezési tartomanyban.

A harmadik tényezs zérushelyei: z = % + km, ahol k egész szam. A feladat értelmezési tartomanya miatt azonban
k< —1. -
A megoldas: 1 = =3, 2 = 3 + km, ahol k < —1 egész szam.

3. Egy vihar utdn tizenkét telefonvonal kozil négy nem mikédik. Ekkor négy vonalon megprobdalunk telefondlni.
Mennyi annak a valdszindsége, hogy a négy hivdisbol pontosan kettd lesz sikeres? (14 pont)
Megoldas. Kiszamitjuk az 6sszes lehetGséget. A 12 vonal koziil négyen probéalunk telefonalni, igy a 12-bél 4-et kell
kivalasztani (a sorrend nem szamit). Ezt ( 42 = 495-féleképpen tehetjiik meg. Most a vizsgalt esemény szempontjabol
kedvezs eseteket szamoljuk Gssze. A két sikeres hivas a nyolc jo vezetéken, a két sikertelen hivas a négy rossz vezetéken

8 4
torténik (a sorrend itt sem szamit). Ez <2> . <2) = 28 - 6 = 168-féleképpen torténhet.

Ak tt valoszintiség: p = — ~ 0,34.
eresett valoszintiség: p = - o= ,

4. Mutassuk meg, hogy az {a,} szdmtani sorozatban:
(2= y)as + (y — D)z = (@ — 2)ay,
ahol z, y és z természetes szdmok. (14 pont)
Megoldas. Fejezziik ki az els6 tag és a kiilonbség segitségével a feladatban szerepld tagokat:
ag=a1+(x—1)d, ay=a1+@W—-1d, a,=a1+(z—1)d.
Irjuk fel a paronkeénti kiilonbségiiket:
ay —ay=(x—y)d, ay—a,=Uy—2)d, ay—a,=(x—2)d.
Ha d # 0, akkor ezeket a kovetkezs alakban is irhatjuk:

Qg — Ay ay — a az —a
d d d

Mivel az els6 kett6 0sszege a harmadikat adja, azért a bizonyitandé Aallitast kaptuk.
Ha d = 0, akkor a, = ay = a, az éllitas ekkor is igaz.

a, = (x —y)a,, az = (y — 2)ay, Zay = (z — z)ay.



II. rész

5. Egy hirtrapéz hdrom csicsdinak koordindtdja a kovetkezd: (—1;—3); (5;—1); (2;3). Hatdrozzuk meg a negyedik
cstucs koordindtdit, ha az ismeretlen pont két koordindtdjanak szorzata negativ. (16 pont)

Megoldas. A feladat feltételei szerint a negyedik pontnak a II. vagy a IV. negyedben kell lennie.

Legyen A(—1;-3); B(5;—1); C(2;3).

1. eset: AB a szar. Belathato, hogy ekkor a D csucs a I11. negyedben van.

2. eset: AB a hosszabb alap, BC a szar, aminek hossza 5. A C pontra illeszkedé AB-vel parhuzamos egyenes
egyenlete: © — 3y = —7. Ez az egyenes az A kozépponta 5 sugart korbol (amelynek egyenlete: (z + 1)% 4 (y + 3)° = 25)
kimetszi a D pontot. Két metszéspontot kapunk. A D;(—4;1) nem jo, mert ekkor a négyszog olyan paralelogramma,
ami nem hirtrapéz. A Dy(—1;2) minden feltételnek megfelel.

3. eset: AC' a hosszabb alap, BC a szar, aminek hossza 5. A B pontra illeszked6 AC-vel parhuzamos egyenes
egyenlete: 2z — y = 11. Ez az egyenes az A kozéppontu 5 sugara korbdsl kimetszi a D pontot. Két metszéspontot
kapunk. A D3(2; —7) nem jo, mert ekkor a négyszog olyan paralelogramma, ami nem hartrapéz. A Dy(4; —3) minden
feltételnek megfelel.

Vagyis a (—1;2), illetve a (4; —3) koordinataju pont lehet a hartrapéz negyedik csicsa.

6. Egy iskola két pdrhuzamos osztdlya kozés dolgozatot irt, az elérhetd legmagasabb pontszam 120 pont volt. Az
A osztalyban 74 pont, a B osztdlyban 84 pont lett az dtlag. Az A osztdlyos lanyok dtlaga 71 pont, a B osztdlyos
lanyok pedig 81 pontot értek el dtlagosan. Az dsszes ldny dtlaga 79 pont lett. A fiuk dtlaga az A osztdalyban 76 pont, a
B osztdlyban pedig 90 pont. Mennyi a két osztdlyban az dsszes fii dtlagpontszama? (16 pont)

Megoldas. Készitsiink egy tablazatot a rendelkezésiinkre allo adatok alapjan. A két osztalyban az Osszes fit
atlagpontszama legyen .
lanyok fiak osztély

A 71 76 74
B 81 90 84
0Osszes 79 T

Legyen az A osztalyban a lany, a B osztélyban b lany, az A osztalyban c fit, a B osztalyban d fia. Ekkor a tablazat
els6 sora alapjan:

(1) 7la + 76c = T4(a + c).
A téblazat mésodik sora alapjan:

(2) 81b+ 90d = 84(b + d).
A tablazat elsé oszlopa alapjan:

(3) Tla 4 81b = 79(a + b).
A tablazat masodik oszlopa alapjan:

76c + 90d
rT=—.

(4) T76c+ 90d = z(c +d), vagyis: T d

Az (1), (2) és (3) egyenleteket rendezziik: (1)-bol: ¢ = 1,5a;
(2)-bél:  d = 0,50b;
(3)-bol: b= 4a.
Vagyis d = 0,5 - 4a = 2a.



Alkalmazzuk (4)-ben a ¢ = 1,5a és a d = 2a helyettesitéseket:
T6c+90d 76-1,5a+90-2a 294a
xr = = = =
c+d 1,5a + 2a 3,5a

A két osztalyban az Gsszes fiu atlagpontszama 84.

84.
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7. Egy kis patak vizmélységét a folyds irdnydra merdlegesen az f: [0;3] = R, z — z <

fiiggvény adja meg (ahol
az egységek métert jelentenek).

a) A patak szélétdl hany méterre a legmélyebb a viz?

b) Mekkora a legnagyobb vizmélység?

m
¢) Mekkora a patak percenkénti vizhozama, ha a folydsi sebességét 0,5 —-nak vehetjik?
S

Megoldas. a) A fliggvény minimumbhelyét keressiik. Vegyiik a fiiggvény derivaltjat:

f(@) = 5307~ 9) = 3 (% - 3).

A [0;3] intervallumon egyetlen zérushelye van: z = /3. Itt a derivalt elGjelet valt, negativbol pozitiv lesz, ezért
a fiiggvénynek az © = V3 a minimumhelye. Vagyis a patak egyik szélétél \/§, a masik szélétsl 3 — v/3 méterre a
legmeélyebb a viz.
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b) A legnagyobb vizmélységet akkor kapjuk, ha a fliggvény minimumértékét kiszamitjuk.

3
F(V3) = (v$) 5 o5 _ 3\@59\@ = —2\/5% ~1,15.

Vagyis kb. 1,15 méter a legnagyobb vizmélység.
¢) A patak keresztmetszetének teriiletét a kovetkezd integral adja:

3 3 2 473
9% — o 17922 & 1/81 81
g — L A N L A
/0 g 9{2 4}0 9(2 4> ’

Vagyis 2,25 m? a keresztmetszete a vizsgalt helyen a pataknak, igy a percenkénti vizhozam 0,5 -60-2,25 m® = 67,5 m>.

8. Egy 6tszdg csucsainak koordindtdja: A(0;0), B(12;5), C(12;6), D(10;8), E(4;6).
a) Hdny rdcspont taldlhatd az 0tszog hatdrvonaldn?
b) Hdny rdcspont taldlhatd az otszog belsejében?

h+2b—2
¢) A rdcspontokra rajzolt sokszdgek teriletét meghatdrozhatjuk a kovetkezd képlettel: t = ;, ahol h a

hatdrvonalon, b a belsejében lévd rdicspontok szamdt jeldli. Mennyi ezen képlet szerint a feladatban szerepld 6tszdg
terilete?
d) Hatdrozzuk meg a fenti képlet ismerete nélkil az dtszog teriletét. (16 pont)

Megoldas. a) Az AB és a BC szakaszokon nincs racspont, a CD, a DE és a AE szakaszokon pedig 1-1 db van.
A cstucspontokkal egyiitt Gsszesen 8 db van. (Ahol bizonytalanok vagyunk a dontésben, hogy a racspont illeszkedik-e
a szakaszra, ott a két pontra illeszkeds egyenes egyenletével gyorsan lehet donteni.)
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b) Az egyenesek ismeretében az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ordinatakhoz rendre 2, 3, 5, 7, 8, 7, 3 pont tartozik.
Vagyis Osszesen 35 racspont van az 6tszog belsejében.
¢) Szamitasaink szerint: h = 8, b = 35. Ezeket a megadott képletbe behelyettesitve:

,_ht2-2 8+2:35-2

5 5 38.

d) Az 06tszog befoglalhato egy 12-szer 8-as téglalapba. A téglalapbol négy derékszogi haromszoget és egy kis
téglalapot kell levagnunk, hogy az ABCDE 6tszoget kapjuk. Vagyis: t =96 —30—2 -6 — 12 — 8 = 38.

9. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szdmok halmazdn:

1
log, log, (42?) + log1 log1 o= 1. (16 pont)
3 2

Megoldas. A feladat értelmezési tartomanya: x > 0.
Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:

log; log, (42°) — logy log, (x) ™' =1,
log, log, (42?) — logs logy z = 1,

log, (42?)

1
o83 log,

=1 =logs 3.

A logaritmus fiiggvény kolcsonds egyértelmiisége miatt:

log, (422)

log, @ =3, vagyis logy(42”) = 3logy .

Ezt igy is irhatjuk: log, (42%) = log, %, azaz 42 = 2®. Vagyis az egyenlet egyediili megoldasa az értelmezési tartoma-
nyon: z = 4.



