I. rész

1. 20 tomegszdzalékos konyhasdoldat (az olddszer viz) melegitése kozben az olddszer 15 szdzaléka elpdrolgott. Ha
most az oldathoz 0,1 kg konyhasot adunk, akkor az oldat ugyanannyi tomegszizalékos lesz, mintha az eredeti oldathoz
0,1 kg olddszert és 0,3 kg konyhasdt adtunk volna hozzd. Mekkora az eredeti oldat témege? (11 pont)

Megoldas. Legyen az eredeti oldat tomege x kg. Az eredeti oldatban 0,2z kg az oldott anyag, és 0,8x kg az oldoszer
tomege. Miutan az oldoszer 15%-a elparolgott, tomege 0,68z kg-ra csokkent.
A 0,1 kg konyhaso hozzaadésa utén:

az oldott anyag tOmege: 0,2 + 0,1,

az oldat tomege: 0,22 + 0,1 4+ 0,68z.
0,2z 4+ 0,1
Az ol — .1 0 azalékos lesz.
z oldat 0.882 1 0.1 00 tomegszazalékos lesz
o L . . i i 0,2z +0,3
Ugyanennyi tomegszazalékos lesz az oldat, ha az eredeti oldathoz 0,1 kg vizet, és 0,3 kg s6t adunk: or0d 100.
x )
Vagyis a kovetkezd egyenletet irhatjuk fel:
0,2z + 0,1 022z +0,3 100
0,88z 4 0,1 oz +04 '

Rendezés utan masodfoka egyenletet kapunk: 122 — 52z + 5 = 0. Ennek megoldasai: 21 ~ 4,235, x5 ~ 0,0984.
Vagyis az eredeti oldat vagy kb. 4,235 kg, vagy kb. 0,0984 kg.
A szoveg alapjan ellenérzés utan kideriil, hogy ezek valéban megoldasok.

2. Egy elektronikai gydrban gydrtott gombelemek 3%-a hibds a tapasztalatok szerint. Mekkora a valdszinidsége, hogy
véletlenszerien kivdlasztott 8 db gombelem kozott

a) nincs hibds?

b) legalabb két hibds van? (12 pont)

Megoldas. a) 0,97° ~ 0,7837 valosziniiséggel nincs koztiik hibas.
8
b) Nulla hibas van kozottiik: ( O) -0,97% - 0,03° valoszintséggel.

8
Pontosan egy hibas van kozottiik: 1) 0,977 - 0,03 valoszintséggel.

Vagyis annak a valdszinidsége, hogy legalabb két hibas van a véletlenszerten kivalasztott 8 db gombelem kozott:

8 8
1— (0) -0,97%-0,03° — <1> 0,977 - 0,03! &~ 0,02234.

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

105
. 1
128 cost & + 64 cos? 2 — 64 (14 pont)

cos?z - (2cos’z + 1) =

Megoldas. Az egyenlet nem értelmezhets azokra az z-ekre, melyekre
128 cos* o + 64 cos® z — 64 = 0.

Ezt az egyenletet megoldva kapjuk: x # g + kg, ahol k egész szam.
Az egyenlet jobb oldalanak nevezdjét atalakitjuk:

105
2 2
2 1) = .
cos” (2 cos”x +1) 64 cos? x(2cos?x + 1) — 64

105 15
A cos® z(2cos® x + 1) kifejezés helyett 4 ismeretlent bevezetve az y = rym— egyenletet kapjuk. Ebb6l: y; = 3
y—

T
Y2 = 3 ;

A cos?z(2cos?x + 1) = ~3 egyenlet nyilvan nem vezet megoldéasra (a bal oldal értéke biztosan nem negativ).

15 5 3
A cos®x(2cos’z + 1) = 3 egyenletbdl a cos® x = —y Dem ad z-re megoldast, a cos®x = 1 pedig a kovetkezs

) ) ) 5t ) )
megoldasokra vezet: x; = — + m - 7, ahol m egész szam, xo = -5 T ahol n egész szam.
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4. Sanyi lottézott (90 szdm kozil 5-6t kell bejeldlni, és 5 szdmot huznak ki). Kivdlasztott nyolc szdmot (a lehetséges
90-b6l), és csak ezeket felhaszndlva megjdtszotta az dsszes lehetséges szamatost.

a) Hdny X-et rajzolt dsszesen a szelvényekre?

b) A kivdlasztott 8 szambol 2-6t kihiztak. Hdany kettes taldlata volt?

¢) Hany hdrmas taldlata lett volna, ha a kivdlasztott 8 szambdl 4-et kihiztak volna? (14 pont)

Megoldas. a) A kérdés az, hogy hanyféleképpen tudunk kivalasztani 8 szambol 5-6t ugy, hogy a kivalasztés
sorrendje nem szamit. Ez §> = 56 szelvénnyel szamolva 56 - 5 = 280 szam bejelolését jelenti.

b) A keéttalalatos szelvényeken biztosan szerepel a két kihtizott szdm, ezen kiviil még harom szam szerepel a maradék
hat ki nem htizott szambol. Tehat 6-bol kell 3-at kivalasztani a sorrendre valé tekintet nélkiil. Ez (g) = 20 eset.

Vagyis Sanyinak 20 db kéttalalatosa volt.
¢) A kihuzott négy szambol pontosan harom szerepel a haromtalalatos szelvényeken. Ezekb6l a szamhéarmasokbol
4 db van. A harom kihtuzott szam mellett mindegyik szelvényen 2 db szam szerepel a 4 db ki nem huzott szambol.

4
Tehat 4-bdl kell 2-t kivalasztani tgy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit. Ez ( 2) = 6-féleképpen lehetséges.
Tehat Sanyinak 4 - 6 = 24 db haromtalalatosa lenne.

II. rész

5. Sik talajon dll hdrom darab r sugarid gomb gy, hogy pdronként érintik egymdst. Mekkora a mindhdrom gombét
és az alapsikot is érintd gomb és a négy gombkizéppont dltal meghatdrozott tetraéder térfogatdinak az ardnya? (16 pont)

Megoldas. A harom egyforma egymast érinté gomb koziil az egyiknek a koézéppontja legyen Oy az dbra szerint.
Ugyanennek a gdombnek és az alapsiknak az érintési pontja legyen Ti, a harom egyforma gdmbot és az alapsikot is
érint6 gomb kozéppontja O2, az O, kozéppontd gdmb és az alapsiknak az érintési pontja Ts, végiil az Oy pontbdl a
T10, szakaszra allitott meréleges talppontja Y. Az O1T; szakasz hossza legyen r, az OxT5 szakasz hossza x.

01

17 \ 02
§/ \ >
T1 T2

2v3
Mivel az O és az Oy kozépponti gombok érintik egymaést, azért 0102 = r+x. A T1Ts = O2Y szakasz hossza: T\/—r,
mivel a harom egyforma egymast érint6 gdmb kozéppontjai egy 2r oldald szabalyos haromszoget hataroznak meg, és
11T, e haromszog magassaganak 3 részével egyezik meg. Az O102Y derékszogl haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt
kapjuk:

(r—a)* + (2\?{57“)2 = (r+z)%

Ebbsl adodik, hogy = = g
A gombok kozéppontjai altal meghatarozott tetraéder alapja egy 2r oldalu szabélyos haromszog, magassaga pedig

roT =g térfogata:
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Az x sugarta géomb térfogata:

4T (%)3 43

3 81




A térfogatok arénya:
473 ' 24/3r3 B 27v/3
81 9 21

6. Tekintsiik a kovetkezd R — R fiigguényt: f(z) = |2 — 222 — 8z| — 3.
a) Hol van a fiigguénynek szélséértéke?

b) Irjuk fel a fiigguény érintdjének egyenletét az x = 3 abszcisszdji pontjdban. (16 pont)

Megoldas. a) Vizsgaljuk meg el6szor a g(x) = 23 — 22% — 8x fiiggvenyt. A g zérushelyei: z = -2, 2 =0, z = 4.
A g derivaltja: ¢'(z) = 322 — 4z — 8, masodik derivaltja: ¢’ (z) = 6x — 4.

Y I

Az els6 derivalt zérushelyei: , ezek a lehetséges szélsGértékhelyek. A masodik derivalt segitségével meg-

2+ /28
—/28
3

2+ /28 2
allapithaté, hogy a g fliggvénynek a +T

~ 2,431 lokalis minimumbhelye, a ~ —1,097 pedig lokalis
maximumbhelye.

Az f(x) = |2 — 222 — 8z| — 3 fiiggvény a ¢ fiiggvénybdl Ggy szarmaztathato, hogy a g fiiggvény képének az x tengely
ald es6 részét tiikrozziik az x tengelyre, majd az igy kapott képet y tengely irdnyéban 3 egységgel lefelé toljuk. Az f
fiiggvényt vizsgalva megéllapithato, hogy a g fliggvényhez képest tovabbi harom szélsGértékhely keletkezik, tovabba a
g fiiggvény egyik szélsGértékének mindsége is megvaltozik a transzforméacio kovetkeztében.

Az f fiiggvény szélsGértékhelyei:

— Abszolut minimumbhelyek: x = =2, =0, x = 4.

_2+v28  2-VR

— Lokalis maximumbhelyek: 3

b) A g fiiggvény derivaltja az © = 3 helyen a ¢'(3) = 7 értéket veszi fel. Tehat a g fiiggvény x = 3 abszcisszaji
pontjaban az érint6 irdnytangense my = 7. Az f fliggvény x = 3 abszcisszaji pontjaban hizott érint6 irAnytangense
a tiikrozés miatt my = —7.

Az érintési pont koordinataja: (3;12). A kérdéses érint6 egyenlete:

y—12=-T(x—3), azaz y=—T7x+33.

7. Valaki betesz a bankba 50 000 Ft-ot. Az elsé bank havi 0,4% kamatos kamatot fizetne egy éven keresztiil, ha-
vonkénti tékésités mellett. A mdsodik bank havi 0,3% kamatos kamatot fizetne egy éven keresztiil, havonkénti tékésités
mellett, valamint minden negyedik honap utdn megnoveli a bent lévd tokeosszeget 0,5%-kal. A harmadik bank fél évre
3% kamatot ad, félévenkénti tékésitéssel.

a) Toltsik ki a kévetkezd tabldzatot (1 tizedes jegyre kerekitve):

Betét Betét Betét Betét Betét Betét
0sszege 0sszege 0sszege 0sszege 0sszege Osszege
1. ho vége | 2. ho vége | 3. ho vége | 4. ho vége | 5. ho vége | 6. ho vége
Els6 bank
Masodik bank
Harmadik bank
Betét Betét Betét Betét Betét Betét
0sszege 0sszege 0sszege 0sszege 0sszege Osszege
7. ho vége | 8. ho vége | 9. ho vége | 10. ho vége | 11. ho vége | 12. ho vége
Els6 bank
Masodik bank
Harmadik bank




b) A tdblazat alapjdn hdny honapra célszerd az elsd, illetve a mdsodik bankban elhelyezni a pénzinket? (16 pont)
Megoldas. a)
Betét Betét Betét Betét Betét Betét
Osszege Osszege Osszege Osszege Osszege Osszege
1. h6 vége | 2. ho vége | 3. ho vége | 4. hod vége | 5. hé vége | 6. ho vége
Els6 bank 50200 50400,8 50602,4 50804,8 51008 512121
Masodik bank 50150 50300,5 50451,4 50855,7 51008,3 51161,3
Harmadik bank 50000 50000 50 000 50000 50 000 51500
Betét Betét Betét Betét Betét Betét
0sszege 0sszege 0sszege 0sszege 0sszege Osszege
7. ho vége | 8. ho vége | 9. ho vége | 10. ho vége | 11. hé vége | 12. hé vége
Els6 bank 51416,9 51622,6 51829,1 52036,4 522445 52453,5
Masodik bank 51314,8 51726,1 51881,3 52036,9 52193,0 52611,3
Harmadik bank | 51500 51500 51500 51500 51500 53 045

b) Az Els6 bankot akkor célszerd valasztani, ha 1, 2, 3 vagy 11 honapra kivanja elhelyezni az 6sszeget, a Masodik
bankot akkor, ha 4, 5, 8, 9 vagy 10 honapra kivanja elhelyezni a betétet. Egyébként a Harmadik bankot célszerid
valasztani.

8. Egy mentdrepildgép silyos sériltet szdllitva az A(50;240) koordindtdji katonai témaszpont kérhdzdba tartott (a
koordindtdk km-ben értenddk), de a nyilt tengeren miszaki hiba miatt kényszerleszdlldst kellett végrehagtania a C(50;20)
koordindtdju pontban. A mentdszolgdlat mdsik mentdrepildgépe ekkor éppen az A tdmaszpont felé tartott, helyzete
D(160;170) wvolt, 160 km-re elegendd iizemanyag dllt rendelkezésére, és nem szdllitott sériltet. A kényszerleszdlldstol
szamitva minimum mennyi idd alatt lehet a sériltet a mdsik repildgéppel az A tdmaszpont kérhdzdba szdllitani, ha
tudjuk, hogy az A tdmaszponton, illetve B(210;190) koordindtdji kis szigeten van lehetdség tizemanyag felvételre, és
a mentdrepildgépek dtlagsebessége 1000 km/h? Az dzemanyag felvétel (ha szikséges) és a sérilt dthelyezése a mdsik
gépre 10-10 percet vesz igénybe. (16 pont)

Megoldas. Az dbra szemlélteti a feladatban szerepl6 objektumok helyzetét.

DC = \/(160 —50)% 4 (170 — 20)* ~ 186 km,

ezért biztos, hogy kell tankolni. A DC' tavolsaghoz hasonléan szamithatok a kovetkezs tavolsagok: AC = 220 km,
AD = 130,38 km, DB = 53,85 km, BC ~ 233,45 km.

DACA tutvonal esetén az Osszes tavolsag ~ 570,38 km, a DBCA utvonal esetén =~ 507,28 km. Mindkét esetben
az lizemanyag felvétel és a sériilt athelyezése ugyanannyi ideig tart, tehat a révidebb, DBCA tutvonalat célszert
valasztani. A t = 2 képlet alapjan a repiilégép ez esetben ~ 0,507 28 o6rat, vagyis ~ 30,44 percet tolt a levegGben.
Ehhez hozzaadva aUSéI'ﬁlt athelyezésének és az lizemanyag felvételnek az idejét, a sériilt ezen utvonal valasztésa esetén
50,44 perc alatt keriil korhézba.

Tehat a sériilt legkevesebb = 50,44 perc alatt juthat kérhazba.

9. a) Igazmondd (aki mindig igazat mond), Hazudds (aki mindig hazudik) és Bizonytalan (akirél soha nem lehet tud-
ni, hogy éppen hazudott-e vagy nem) versenyt futottak, és gy értek célba, hogy nem volt holtverseny. Egy matematikus,
aki ldtta a versenyfutdst, de nem ismerte éket, a kovetkezd kérdéseket tette fel nekik a verseny végén:

Az elsdként beérkezdt megkérdezte: Ki lett a mdsodik? A vdlasz igy hangzott: Igazmondd.

A mdsodikként beérkezot megkérdezte: Te ki vagy? A wvdlasz ez volt: Bizonytalan.

A harmadikként beérkezdt is megkérdezte: Ki ért be eldtted? A vdlasz: Hazudds.

Milyen beérkezési sorrendet dllapitott meg ezek utdn a matematikus?



b) Vilaszoljunk a kivetkezd kérdésekre (A, B, C' halmazokat jeldlnek):
Tudjuk, hogy A\B = C. Igaz-¢, hogy BUC = A?
Tudjuk, hogy BUC = A. Igaz-e, hogy A\B = C? (16 pont)

Megoldas. a) Az elsgként beérkezd nem lehetett , Igazmonds”, mert 6 mast mondott volna. A masodikként beérkez6
szintén nem lehetett | Igazmondd”, mert akkor nem ,Bizonytalan”ként mutatkozott volna be. Tehat ,Igazmondo”
érkezett a harmadik helyen, és mivel § igazat mond ezért biztosan ,Hazudos” érkezett a méasodik helyen. Az el6z6ekbdl
adédoéan ,Bizonytalan” nyerte a futéversenyt.

b) Ha A\B = C, akkor nem biztos, hogy B U C = A. Ellenpélda: A = {1;2;3}, B = {1;4;5}, C = {2;3}.

Ha BUC = A, akkor nem biztos, hogy A\B = C'. Ellenpélda: A = {1;2;3}, B ={1;2}, C = {2;3}.



