I. rész

31+3

1. Oldjuk meg a valds szimok halmazdin a 27% < 6- 9% + egyenldtlenséget. (12 pont)

Megoldas. A 3% helyére a-t helyettesitve az egyenlstlenség a® — 6a? — 27a < 0 alakba irhat6. Oszthatjuk mindkeét
oldalt a-val, mivel 3 > 0 minden x esetén. Az a? —6a — 27 < 0 egyenlStlenséget (a —9)(a+3) < 0 alakban is frhatjuk.
Az egyenlGtlenség megoldasa: —3 < a < 9, azaz —3 < 3% < 3%, Mivel 3% > 0 minden z esetén, azért = < 2.

2. Egy hdromszdg leghosszabb oldaldnak hossza 16, legrévidebb oldaldnak hossza pedig 10. A hdromszdg legnagyobb
szoge kétszer akkora, mint a legkisebb. Mekkordk a hdromszog szdgei és hidnyzd oldala? (12 pont)

Megoldas. A leghosszabb oldallal szemben van a legnagyobb szog, a legkisebbel szemben a legkisebb, tehéat ha
a =16 és b = 10, akkor a = 2. Felirhat6 a szinusztétel:

16 sin23

10 sin8

Felhasznalva, hogy sin 23 = 2sin 3 cos 3, kapjuk, hogy 1,6 = 2cos 8, azaz cos 8 = 0,8. Ebbdl 8 ~ 36,9°, a = 73,8° és
v =180° — a — § = 69,3°. Ezek megfelelnek a 5 < v < « feltételnek.
A hidnyz6 c oldalt koszinusztétellel szdmolhatjuk ki: ¢ ~ 15,6.

3. Anna és Bence eqy jdatékban négy szabdlyos dobokockdt dobdl. Anna nyer, ha a dobott szamok kozott vannak
egyenldk, Bence nyer, ha a dobott szamok kézott van legaldbb egqy 6-0s. Amennyiben mindkét feltétel teljesiil, a jaték
dontetlen; ha egyik feltétel sem teljesil, tovabb jdtszanak.

a) Melyikiknek van nagyobb esélye a nyerésre? (7 pont)

b) Mekkora annak a valdszinisége, hogy egy jaték dontetlenre végzddik? (6 pont)

Megoldas. a) Mindkettsjiik esetében az Gsszes eset: 6% = 1296.

Minden dobés kiilonb6z6 6-5-4-3 = 360 esetben lesz, ezért az Anna szaméara kedvezs esetek szama: 1296—360 = 936.

Az, hogy a dobésok kozott nincs 6-0s, 5-5-5-5 = 625 esetben fordulhat els, ezért a Bence szamara kedvez6 esetek
szama: 1296 — 625 = 671.

Fentiekbdl kovetkez6en Annénak van nagyobb esélye nyerni.

b) Legyen a azoknak a dobasoknak a szama, melyeknél Anna nyer, b azoknak a szama, amikor Bence, d a dontetlen
esetek szama és ¢ azoké, amikor egyik sem teljesiil (azaz sem 6-0s, sem egyforma nincs a 4 dobés kozott).

Tudjuk az a) részbdl, hogy a+b+c+d= 1296, a+d = 936 és b+d = 671, amibsl d — ¢ = 936+ 671 — 1296 = 311.
Tovabba ¢ =5-4-3-2 = 120 (minden dobés kiilonboz, és nincs 6-os kozte), ezért d = 311 + 120 = 431.

A keresett valosziniiség:
431

p
4. Az ABC hdaromszog oldalainak hossza: AB = 34, BC = 16, AC = 30. A hdromszdg koré irhato kér kozéppontja
legyen P, a beirhato kir kézéppontja Q. Szdmitsuk ki a PQ szakasz hosszdt. (14 pont)

Megoldas. Mivel 162 4 302 = 342, a haromszog derékszogi, igy a P pont az AB atfogo felezépontja. Hasznaljuk
az dbra jeloléseit.

A P G B

A beirhato kor sugara: QF = QF = QG = p, a derékszogi haromszog teriilete: t = 240, a félkeriilete: s = 40. A
t = ps Osszefiiggés alapjan: o = 6.

Tudjuk, hogy ECFQ négyszog négyzet, igy EC = 6, ezért BE = BG = 10, amibsl PG = 7 kovetkezik.

A PGQ derékszogi haromszogben:

PQ = /72 +62 =85~ 9,22

II. rész



5. Oldjuk meg a valds szampdrok halmazdn az aldbbi egyenletet:

V4 — 422 + day — y2 =log, (y — 2) + log, 5.
(16 pont)

Megoldas. A gydkjel alatti kifejezést 4 — (22 — y)* alakba frva lathato, hogy 4— (2z — y)* < 4, mivel (2z — y)* > 0,
igy a bal oldal: \/4 — 422 4 4zy — 32 < 2 minden értelmezett z, y esetén.

A jobb oldali kifejezés log, b = on o miatt egy szdmnak és reciprokanak az Osszege, amirél tudjuk, hogy pozitiv
ogy, @

szam esetén nagyobb vagy egyenld 2-nél (egyenléség akkor és csak akkor van, ha a szam 1), negativ szamok esetén
pedig kisebb vagy egyenlé —2-nél (ez most nem johet szoba, hiszen a bal oldal nem negativ).

Az egyenlGség tehat csak ugy allhat fenn, ha a bal és a jobb oldal értéke is pontosan 2. Egyrészt 2z — y = 0, azaz
y = 2z, masrészt log, (y — 2) = 1, azaz = y — 2. Az igy kapott egyenletrendszer megoldéasa az x = 2, y = 4 szampar,
amely megoldéasa az eredeti egyenletnek is.

6. Egy a €li kockdt dtlyukasztunk az eqyik lapjdara merdlegesen. A kivdgott rész egqy olyan négyzetes oszlop, melynek
alaplapja eqy b éli négyzet, magassdiga pedig a.

a) Igazoljuk, hogy ha a keletkezett test térfogata az eredeti kocka térfogatdndl 25%-kal kisebb, akkor felszine az
eredeti felszinnél 25%-kal nagyobb.

b) Igazoljuk, hogy az el6zd dllitasban mds szdm nem irhaté a 25 helyére, azaz k%-o0s térfogatcsikkenés semmilyen

a és b esetén nem jarhat k%-os felszinnovekedéssel, ha k # 25. (16 pont)
1
Megoldas. a) Az eredeti kocka térfogata: a®, a négyzetes oszlopé: b%a. A feltétel szerint b’a = Za3, amibdl
1
b2 = Zaz, azaz a = 2b.

Az eredeti kocka felszine: 6a2, a négyzetes oszlop kivagasa utan maradt test felszine: 6a® — 2b + 4ab. Az a = 2b
helyettesitéssel 24b%, illetve 24b% — 2b% + 8b% = 30b* adodik. Ezzel az allitast igazoltuk, hiszen 300% = 1,25 - 24b°.
b) Ha a kocka térfogata k%-kal csokken, akkor

k 100
b%a = 1—00a3, amibdl a = ﬁ
Ha a felszin k%-kal n6, akkor
6a’k
—2b% + dab =
A= 100

100
amibdl a = ﬁ helyettesitéssel rendezés utdn k = 25 adodik.
7. Egy osztaly 30 tanuldja irt dolgozatot matematikdbol. A dolgozatokra kapott osztdlyzatok médusza 2, medidnja 3,5,
terjedelme 4, dtlaga 3,2. Tudjuk tovabbd, hogy 1-gyel tobb 4-es volt, mint 5-0s és a jegyek szordsa kisebb, mint 1,36.
Hatdrozzuk meg a dolgozatra kapott osztdlyzatok gyakorisdgdt. (16 pont)

Megoldas. A 3,5-es medianbol kovetkezik, hogy az osztalyzatokat névekvs sorrendbe rendezve a két kozépss 3
és 4 (2 és 5 nem lehet, mert 4gy nem lenne 4-es). Eszerint 15 db 4-es és 5-0s van, és mivel ezek kozil 1-gyel t6bb a
4-es, ez 8 db 4-est és 7 db 5-0st jelent.
Mivel az atlag 3,2, a jegyek Osszege 30 - 3,2 = 96, ebbdl a 4-esek és 5-0s6k Osszege 8 -4+ 7-5 = 67, azaz az 1-es,
2-es, 3-as osztalyzatok Osszege 29.
Mivel 15 db 2-es 6sszege 30 lenne, azért a jegyek kozott 1-gyel tobb 1-es van, mint 3-as, mésrészt mivel 2 a méddusz,
a 2-esek szama legalabb 9.
A fentiek csak kétféleképpen teljesiilhetnek:
I. 10 db 2-es, 2 db 3-as és 3 db 1-es.
II. 12 db 2-es, 1 db 3-as és 2 db 1-es.



(A 14 db 2-es, 0 db 3-as és 1 db 1-es nem lehet, hiszen lattuk, hogy van 3-as.)
Ha a fenti két esetben kiszamitjuk a jegyek szoérasat, azt kapjuk, hogy csak a II. esetben kisebb 1,36-nal.
Az egyes osztalyzatok gyakorisaga tehat: 2 db 1-es, 12 db 2-es, 1 db 3-as, 8 db 4-es és 7 db 5-0s.

8. Az e egyenes egyenlete: 2 —y = 2, a P parabola egyenlete: y = x> + 8z + 17. Az A és a B pontok illeszkednek
az e egyenesre, a C pont pedig a P paraboldra. Az A pont abszcisszdja —1, a B pont ordindtdja 2.

Adjuk meg a C pont koordindtdit gy, hogy az ABC hdromszdg terilete a lehetd legkisebb legyen. Mekkora ez a
minimdlis terilet? (16 pont)

Megoldas. Az e egyenes egyenletébe behelyettesitéssel megkapjuk az A és B pontok hianyzo koordinatait: A(—1; —4),
B(2;2).

Az ABC haromszog teriilete akkor lesz a legkisebb, ha az AB oldalhoz tartozé magassag a legkisebb. A feladat
teh&t megkeresni a P parabolanak az e egyeneshez legkdzelebb fekvs pontjat. Ha f az e-vel parhuzamos, P parabolat
érintG egyenes, akkor a keresett C' pont az f egyenesnek az a pontja, melyben f a P parabolat érinti.

/

Mivel e: y = 2x—2, azért f: y = 2z+c (c € R), és ezt P egyenletébe helyettesitve rendezés utan az 22 46x4+17—c=
0 egyenletet kapjuk. Az f egyenes akkor és csak akkor érinti a parabolat, ha a fenti egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz
36 — 68 + 4¢ = 0, amibdl ¢ = 8. Ezt a fenti egyenletbe helyettesitve adodik a megfelels C' pontnak elészor az =, majd
az y koordinataja: C(—3;2).

5-6
Mivel BC =5, a BC oldalhoz tartozd magassag pedig 6, azért az ABC héromszog teriilete: — = 15.

9. Hdarom kétjeqyii természetes szam eqy novekvd szamtani sorozat hdrom egymdst kévetd tagja, a hdrom szdm
osszege 198. A hdrom szdmot névekvd sorrendben egymds maogé irva, a kapott 6-jeqyd szdm oszthato 2009-cel. Melyik
ez a hdrom szdm? (16 pont)

Megoldas. A harom kétjegyi szam koziil a kozépss 198 : 3 = 66, az els6 66 — d, a harmadik 66 +d (d > 0, d € Z).
A beldliik kapott hatjegyi szam: 10 000(66 — d) + 100 - 66 + 66 + d, azaz a miiveletek elvégzése utan

666 666 — 9 999d = 99(6734 — 101d).
Mivel 2009 = 7% - 41, azért 72 - 41 | 3% - 11 - (6734 — 101d), ami csak tugy lehet, ha,
2009 | (6734 — 101 d).

A d > 0 feltétel miatt a 6734 — 101d csak 2009, 2 - 2009 vagy 3 - 2009 lehet. Az els6 két esetben d-re nem egész szamot
kapunk, a harmadik esetben d = 7.
Tehat a harom kétjegyd szam: 59, 66, 73, a beldliik alkotott hatjegyd szam pedig: 596 673.



