a) Korsorokra vonatkozo feladatok.

1. Bizonyitsatok be, hogy ha egy P pont nincs rajta két egymdst metszd kor hatvdnyvonaldn, akkor mds lesz a
hatvdnya az eqyik és a mdsik korre nézve.

Megoldas: Ha a két kor metszi egymést, akkor legyen egyik metszéspontjuk A. Mivel P nincs rajta a két kor
kozos hurjan, sem meghosszabbitasin, igy a PA egyenes metszi mindegyik kort még egyszer két kiilonb6z6 B és C
pontban. Egyikiik A-ba is eshet, ha PA érinti az egyik kort.

c

Ha P kiviil van a BC kozon, akkor PB # PC és igy PA-PB # PA - PC. Ha P a B és C pont kozt van, akkor
lehet PB = PC, de akkor P elvilasztja példaul a C pontot A-tol és B-t6l. Ekkor P az A-n és B-n atmend koron
kiviil van, az A-n és C-n atmendnek viszont a belsejében. Egy belss és egy kiils6 pont hatvanyara viszont soha sem
szoktuk azt mondani, hogy egyenl6k. Megkiilonboztetésiil a belsé pont hatvanyat szokas negativ elGjeltinek is venni,
annak jelzésére, hogy itt két P-bdl ellenkez§ irdnyba induléd tavolsdg szorzatarol van szo, mig kiils6 pont hatvanyat a
ponttol egyiranyba haladé tavolsagok szorzata adja.

E megoldés kapcsan felvetédik a kovetkezs kérdés: Mi a mértani helye azoknak a pontoknak, melyeknek két metszé
korre vonatkozo hatvanya ellenkezd elGjellel egyenls?

2. Bizonyitsdtok be, hogy az A és B pontokon dt irhatd kirsort derékszégben metszd k kor az A, B pontokhoz
tartozo eqyik Apollonius-kor.

Megoldas: Tudjuk, hogy az A és B pontokon atmend korsort derékszogben metszé kor kozéppontja rajta van a
korsor AB hatvanyvonalan, és megforditva, ha egy kor, amelynek kdzéppontja az AB egyenesen van a korsor egy korét
derékszogben metszi, akkor derékszogben metszi az egész korsort. Igy elég azt bizonyitanunk, hogy olyan kor, melynek
kozéppontja az AB egyenesen van, és az AB mint atmérs f6lé irt kort (a korsor legkisebb korét) derékszégben metszi,
az az A és B pontokhoz tartozé egyik Apollonius-kor. Legyen az A és B ponton atmend kor kozéppontja O, és a ra
merGleges k koré Oy, ennek metszéspontja a két kor centréalisaval C és D, a két kor egyik metszéspontja pedig M.

A k kort érinti az OM egyenes, igy

OM? = 0C -OD, OM = AO,
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Tehat valoban a k kor az A, B pontokhoz és a A = B0 aranyhoz tartozo Apollonius-kor.

3. Jeloljik k-val az A és B pontokon datmend kiérsor kéreit, az erre ortogondlis kérsor kéreit h-val. Bizonyitsuk be,
hogy — az A és B pont kivételével — a siknak minden pontjdn eqy és csakis egqy k is h kér megy dt.

Megoldas: a) A és B pontokon atmend korsornak egy tetsz6leges P ponton valoban csak egy kore megy at, ugyanis
harom pont (ha nem fekszik egy egyenesen) egyértelmien meghatéaroz egy kort. Ha A, B és P egy egyenesen vannak,
akkor a hatvanyvonalat kapjuk, amelyet szintén a kérsorhoz tartozonak tekintiink.

b) Mivel az A és B ponton atmend korsort ortogonélisan metsz8 korsor elemei az A és B pontokhoz tartozd
Apollonius-korok, azért csak azt kell bizonyitani, hogy egy P ponton egy és csakis egy, az A és B pontokhoz tartozd

Apollonius-kor megy at. Ez pedig nyilvinvald, mert 5P egyértelmtien meghatarozza az A, B és P pontokhoz tartozo

Apollonius-kort. Ha P AB kozépmerslegesén van, akkor a korsor keresett eleme ez a kozépmerdéleges, azaz a korsor
hatvanyvonala lesz, amit szintén a kérsorhoz szamitunk.

4. Legyen 1, 2, 3, 4, 5, 6 hat pont jele. Az 12, 34 és 56 taldlkozzék eqy pontban. Ha 1234 és 3456 pontok egy-egy
hiurnégyszog csiucsai, bizonyitsatok be, hogy 5612 is hurnégyszdget tiz ki.

I. Megoldas: Célszertibb lesz az adott pontokat Ay, As, Az, Ay, As, Ag-tal jelolni. Legyen A Ay, AsAy és AsAg
metszéspontja A7. Fektesslink az A; Ay A3 Ay illetSleg A3 Ay As Ag pontokon ky ill. ke koroket. Rajzoljuk meg az A; A2 As
pontokon atmend k3 kort. ki ko, és k3 hatvanypontja nyilvan A7 lesz. De A7 lesz a hatvanypontja a kiko és az A1 A3 Ag
pontokon dtmend k% koroknek is, tehét ks és kj Osszeesik, vagyis A1 As Ay Ag, pontok egy koron vannak. Ha a hat pont
nincs egy sikban, akkor a k; és ko korok sem lehetnek egy sikban. Két kézos ponttal rendelkezs, nem egy sikban fekvs
két kor pedig mindig meghataroz egy és csakis egy gombot. Ezen van tehéat a ks kor is.

II. Megoldas: Hasznéljuk az el6bbi jeloléseket. Ekkor A7 Ay - A7As = A7 As- A7 Ay és A7 Az - A7 Ay = A7 As - A7 Ag
tehat A7 Ay - A7 Ay = A7 As - A7 Ag, vagyis az Ay Aa A5 Ag négyszog hurnégyszog. Ha térben van a hat pont, akkor, mivel
A7A1 . A7A2 = A7A3 . A7A4 = A7A5 . A7A6, a hat pOIlt koré gomb irhato.

5. Adva van eqy k kir és A, B pontok. Szerkesztendd az A, B pontokon dtmend kér, mely a k kort érinti.

Megoldas: Legyen a keresett kor ks. Két érintkez6 kor hatvanyvonala az érintkezési pontjukban hazott érintgjiik.
Ezt fogjuk el6szor megszerkeszteni. Egy pontjat harom kor hatvanypontja segitségével kaphatjuk meg.

Bar a kg, kort még nem ismerjiik, tudunk olyan k; segédkdroket rajzolni, hogy ismerjiik k; és k¢ hatvanyvonalat:
barmely A-n és B-n atmend kort véve az AB egyenes lesz ez a hatvanyvonal. Ha az egyszertiség kedvéért olyan kq
kort vesziink, mely k-t is metszi, C-ben és D-ben, akkor k és k; hatvanyvonala a C-n és D-n atmend egyenes. A két
egyenes P metszéspontjan kell atmennie tehat k és k¢ hatvanyvonalanak is. Mivel k és k¢ érintkezd korok, a P pontbél
a k korhoz hazott érintk felelnek meg a keresett hatvanyvonalul. Ezek FEj ill. Fs érintési pontja az A és B pontokkal
meghatéaroz egy-egy kort, csak ezek lehetnek a keresett érinté korok.

Meg kell mutatnunk, hogy ezek valoban érintik a k kort. Ezt az A-n, B-n és F-en atmend korrsl fogjuk megmutatni.
Elég azt megmutatni, hogy ez a kor érinti az F; pontban a PE; egyenest. Ez az egyenes hatvanyvonala a két kornek,
mert a P pontot ugy szerkesztettiik, hogy egyenls legyen a hatvanya a k korre és az A-n és B-n atmend kordkre nézve,
FE-nek viszont mindkét korre vonatkozé hatvanya 0. Ha a szerkesztett kor még egy pontban metszené a PF4, egyenest,
akkor ennek a pontnak a ra vonatkozé hatvanya O volna, a k kdrre vonatkozé hatvanya viszont nem 0, mert a PFE;
egyenes az F; pontban érinti a k kort. Ez lehetetlen, tehat a szerkesztett kornek is érintenie kell az F; pontban a PE;
egyenest, tehat érinti a k kort is.

6. Adva van k kir és A, B pontok. Szerkesztendd az A, B pontokon dtmend kér, mely a k kirt derékszogben metszi.

Megoldas: Legyen az adott k kor kézéppontja O, sugara r. OB-nek a keresett korrel valé méasik metszése legyen
C, akkor OC - OB = r?. Ebb6l OC megszerkeszthets. Az A, B és C pontok meghatarozzak a keresett kort.



7. Tekintsik eqy megadott hdromszég oldalait, mint egy-egqy kor dtmérdjét. A hozzdjuk tartozdé hdrom kor hatvdny-
pontja milyen dsszefiiggésben van a hdromsziggel?

Megoldas: Legyen az adott haromszég ABCa, a BC, CA, illetSleg AB folé, mint atmérs folé irt korok ki, ko
illet6leg ks. k1 és ko mésik kozos pontja P. Nézziik meg el6szor pl., hogy a k; és ke korok hatvanyvonala, a C'P egyenes
milyen 6sszefiiggésben van a haromszoggel. Thales tétele szerint CP L AP és CP L BP. Ez csak ugy lehetséges, ha P
az AB oldalon van és CP 1 AB. Igy ki és ky hatvanyvonala az ABCa AC oldalhoz tartozo magassaga. Ugyanugy a

mésik két hatvanyvonal is a hdromszog egy-egy magassaga, tehat a hdrom kor hatvanypontja a haromszog magassagi
pontja.



