Matematikai olimpiasz Moszkvaban.

Az els6 fordul6 feladatainak megoldéasas:
VII- VIII. osztdlyos csoport:

l. Bizonyitandd, hogy
27195% — 10887% + 101528

oszthato 26460-nal.

Megoldas: Jeloljiik a kérdéses szamot N-nel. 27195° — 10887% oszthat6 27195 — 10887 = 16308 = 2% 3% - 151-gyel.
Masrészt 10152 = 2% 3%.47. Igy mindkeét tag, tehat N is oszthato 22 - 3% = 108-cal. Masrészt N-et 27195° — (10887% —
101528) alakban irva a zar6jelben 4ll6 kiilonbség oszthatd 10887 —10152 = 735-tel és 27195 = 37-735, tehat IV oszthato
735-tel is. N oszthato 22 - 3%-nal és 3 - 5 - 7%-nel is, tehat mindenesetre oszthato az eléforduld torzsszamok legnagyobb
elsfordulé hatvanyaival, s igy ezek szorzatéaval is: 2% - 33 . 5 - 72 = 26460-nal is.

Megjegyzés. A megoldasban annyit hasznaltunk, hogy a” — b" oszthatd a — b-vel. A 8-as kitevire azonban tébbet
is tudunk mondani:

a® —b® = (a* + ") (a* = b*) = (a* +b?)(a® + b*)(a® — b?) = (a* +b*)(a® + b?)(a + b)(a — b).
Ebbél a szdm nagyobb osztojat is ki tudjuk olvasni:
N = (27195% + 10887%4)(27195% 4+ 10887%)(27195 + 10887)(27195 — 10887) + 224 . 324 . 478,

Itt az els6 kifejezés els6 harom tényezGje paros, de 4-gyel nem oszthatoé az utolsé oszthatd 4-gyel, a szorzat tehét
oszthato 2°-nel is. 27195 is, 10887 is oszthat6 3-mal, igy az els6 tényezé 3*-nel, a masodik 32-nel, a harmadik 3-mal
oszthato, az utols6 tényezd 33-nal, a szorzat tehat 3'%-nel is. Igy N = 2% . 3194 4 224 . 324 . 478 ahol A egész szam.
N tehat oszthato 2° - 3'%-nel. A masodik felbontésbol eztton sem nyeriink Gjabb olyan tényez6t, mely az elébbinek ne
volna osztoja, csak 5 - 72-t. Igy tehat azt kaptuk, hogy N oszthato 2° - 319 . 5. 72 = 462 944 160-nal is.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sokszdgnek tobb szimmetriatengelye van, azok mind egy ponton mennek keresztil.

I. megoldas: Egy sokszdg szimmetriatengelyei csak csiicsban vagy oldalkdzépponton metszhetik a keriiletet. Igy
egy sokszognek csak véges szamu szimmetriatengelye lehet.

Ha ezek nem mind egy ponton mennének keresztiil, akkor volna koztiik harom, amelyik hadromszoget alkot, vagy
melyek koziil ketté parhuzamos.

Ha I és IT két kiilonb6z6, de parhuzamos tengely és egy P pont tiikorképe I-re, P', P'-& I-te P8221;, akkor ez a
harom pont egy egyenesbe esik és kénnyd latni, hogy barhova esik is a P pont, a PP” tavolsag mindig a két tengely
tavolsaganak kétszerese. Igy két parhuzamos tengelyre valo tiikrozés mindig parhuzamos eltolast eredményez. De egy
sokszoget szimmetriatengelyére tiikrozve az onmagaba megy at. Igy a két egymasutani titkrozeés, tehat egy eltolas utan
is vissza kellene keriilnie eredeti helyére. Olyan sokszdg viszont nincs, amely eltolas utdn eredeti helyére keriilne vissza,
igy egy sokszognek nem lehetnek parhuzamos szimmetriatengelyei.

Legyen a, b, ¢ harom szimmetriatengely, melyek haromszoget alkotnak. A b és ¢, ¢ és a, a és b metszéspontjat
jeloljiik rendre A, B, C-vel. Az ezeknél a csiicsokndl fekvs szogeket rendre «, 3, y-val. Feltehetjiik, hogy A-n, B-n és
C-n 4t nem indul szimmetriatengely a haromszog belsejébe, mert ha indulna pl. A-bol, akkor vehetnénk c helyett azt
a tengelyt, mely b-vel a legkisebb szdget zarja be. Ezt sorra a tobbi cstcsokra is folytatva egyszer el kell érniink egy
kivant tulajdonsagi haromszoghoz, mert 6sszesen csak véges szamban léteznek szimmetriatengelyek.

Mivel szimmetriatengelyre tiikrozve a sokszoget az 6nmagaba megy at, kell, hogy ilyen tiikrozésnél a szimmetria-
tengelyek is szimmetriatengelyekre keriiljenek. Tiikrozziik pl. b-t c-re, aztan c-t b tiikdrképére stb. Kell, hogy miel6tt
az A-bol kiindulo féltengelyek b-nek B csticesal ellenkezé oldalara keriilnének, az egyik tengely épp b-re essék, mert
két szomszédos tengely szoge mindig «, igy ha b az ismételt tiikrozéssel talalt tengelyek ketteje kozé esnék, akkor a
két tengely egyike viszont A-n keresztiil a haromszog belsejébe jutna.

Ez azt jelenti, hogy « valamely t6bbszorose éppen 180°. ko = 180°, ahol k egész szam. Hasonl6an kell olyan [ és
m egész szamoknak is lenniiik. hogy I8 = 180° és m~y = 180° legyen.



tnen 180°  180°  180°
a+p+y= + + = 180°,
k l m

tehat

{m~mel atszorozva és rendezve:
ilm
? =lm—-1-— m,

tehat [ - m oszthato k-val. Feltehetjiik, hogy k-nak van I-lel egynél nagyobb kozos osztdja, d, azaz k=d -k, 1l =d-1'.
Innen d - k'a = 180° = d - I3,
vagyis
Ka=1pB<180°.

Az el6z6 meggondolés szerint minden A-n atmend egyenes szimmetriatengely, ha AC-vel bezért szoge a-nak egész
szamu tObbszorose és hasonloan minden olyan B-n d4tmend egyenes is, melynek AB-vel bezart szoge S-nak tobbszorose.
Igy szimmetriatengelye a sokszognek az az A-n atmend egyenes is, mely AB-vel k' sz0get zar be és az a B-n atmend
egyenes is, mely AB-vel annak ellenkezd oldalan I’ nagysagi szoget zér be. Ezek azonban a sokszog kiilonbozo
parhuzamos szimmetriatengelyei volnanak, de lattuk, hogy ez lehetetlen. Egy sokszognek tehat haromszoget alkotd
szimmetriatengelyei sem lehetnek.

II. megoldas: Az el6bbi bizonyitasban a sokszdgek tulajdonsiagaibol annyit hasznaltunk csak ki, hogy csak véges
szamu szimmetriatengelyiik lehet, ezt is csak akkor, mikor azt bizonyitottuk, hogy haromszoget alkoté szimmetria-
tengelyek nem lehetnek. Most megmutatjuk, hogy még ez a feltétel sem sziikséges, ha alaposabban megvizsgaljuk a
tiikkrozések tulajdonsagait.

Vizsgaljuk el6szor, hogy hova jut egy tetszGleges pont, ha a-ra, majd b-re tiikrozziik. Legyen ismét egy tetsz6leges
P pont tiikdérképe a-ra P’, P’'-é b-re P8221;, tovabba PCa< = ¢, P'Cb<t = 1. Ekkor CP = CP’' = CP8221;. Jeloljiik
az a és b egyenes szogét y-val.

Ekkor kénnyt latni, hogy PCP” < = 2¢ + 21, ha az olyan szoget negativnak vessziik, melynek az elGszor emlitett
szarat ellenkezg irdnyban kell a méasodszor nevezett szarra forditani, mint amilyen irdnyban az a tengelyt y-nyi elfor-
ditéssal a b tengelyre fordithatjuk. Ilyen elGjel meghatarozas melleit viszont ¢ + 1) = ~, tehat PC P” <t = 2+, barmely
pont is a stkban P. Két egymast metsz6 tengelyre valé tiikrozés tehat mindig a sik elforditasat eredményezi a tengelyek
metszéspontja koriil az els6 tengelyt6l a masodik felé mutato irdnyban a tengelyek szogének kétszeresével.

Ha most a, b, c egy sikidom haromszoget alkotd szimmetriatengelyei, akkor pl. c-re tiikrozve sajatmagaba kell
atmennie az idomnak, tehat szimmetriatengelyei is szimmetriatengellyel cserélddnek fel. a-nak és b-nek c-re vonatkozo
a’ és b tiikorképe is szimmetriatengelye tehéat az idomnak. Eszerint énmagaba megy at az idom akkor is, ha egyméasutan
tiikrozziik az a, b, a’, b’ egyenesekre.

Az els6 két tiikrozés azt eredményezi, hogy elforgatjuk idomunkat az a és b tengelyek C' metszéspontja koriil
2(a, b)<t = 2v-val, a mésodik két tiikrozés egyiitt pedig az a’ és b tengelyek C’ metszéspontja koriil 2(a’, V)< =



—2(a, b)<t = —2v-val valo forgatashoz vezet (vagyis ellenkezs iranyu elfordulashoz ugyanakkora szoggel.) Ezek tehat
onmagaba viszik at a sokszoget.

Ugyanezeket az elfordulasokat eredményezi azonban nem csak ez a négy tiikrozés, hanem barmelyik négy, amelyik
el6szor két C-n atmend és v nagysagi szoget bezaré tengelyre, majd két C'-n atmend és —v szoget bezaré tengelyekre
torténik. Ha az egyméasutan elvégzett négy tiikrozés hatasarol akarunk képet alkotni magunknak, akkor célszeri lesz
nem talalomra valasztott négy tengelyt hasznalni, hanem alkalmasan kivalasztottakat. Célszert lesz felhasznalni a C'C’
egyenest — jeloljiik k-val, — mert ezt hasznalhatjuk gy is, mint C-n atmend és Ggy is, mint C’'-n 4tmend tengelyt.
Elég tehat még egy tengelyt valasztani C-n at agy, hogy (I, k)<< = ~ legyen és egy m tengelyt C'-n at gy, hogy
(k, m)<< = —v legyen. | és m ekkor parhuzamos.

Ezek az egyenesek nem kell, hogy szimmetriatengelyei legyenek az adott idomnak, tehat egyre-egyre végezve tiik-
rozést altaldban nem megy 4t az idom Oonmagaba; ha azonban egymaéasutan tiikrozziik az [ és k egyenesre, akkor
tulajdonképpen elforgatunk a C' pont koriil 2(I, k)<t = 2v szoggel, azt pedig tudjuk, hogy ez az elmozditas mar on-
magaba viszi 4t az idomot. Tiikrozziik ezutan még egyszer a k, majd az m egyenesre, ez C koriil 2(k, m)< = —2v
szoggel valo forgatast jelent, tehat ismét 6nmagéba viszi 4t az idomot. A négy tiikkrozés egyméasutani elvégzése tehat
onmagaba viszi at a sokszoget.

E kozben a k tengelyre kétszer egyméasutan tiikroztiink. Ezen két tiikrozés utan azonban minden pont visszakertil
a tiikrozés elstti helyére. Igy a négy tiikrozés utan ugyanoda jut minden pont, mintha csak az [ és aztan mindjart az
m egyenesre tiikroztiik volna Sket. Ez a két tiikkrozés is onmagaba kell, hogy atvigye az idomokat. Ez azonban nem
lehetséges, mert | és m parhuzamos tengelyek és lattuk, hogy egymasutan két parhuzamos tengelyre tiikkrozve egy
idomot az eredmény egy eltolassal helyettesithet6 a tengelyekre meréleges irdnyban.

Ezzel kimutattuk, hogy nem lehet a sokszognek harom szimmetriatengelye, mely haromszoget alkot.

Megjegyzések. A bizonyitis utolso részében azt a magaban érdekes tételt bizonyitottuk be, hogy ha egyméasutan
végeziink a sikban forgatast két kiilonbo6zé pont koriil egyenls szoggel, de ellenkezd iranyban, akkor ez a mozgés
helyettesithets egy eltolassal.

A bizonyitas sehol sem hasznélta ki, hogy sokszog az idom, amelyrdl beszéliink tehéat a tétel igaz minden olyan
idomra, mely nem nylik a végtelenbe. Ha egy parhuzamos szél papircsikot mindkét irdnyban vég nélkiil meghosszab-
bitva képzeliink, annak mar szimmetriatengelye lesz minden a széleire meréleges egyenes, tehat parhuzamos egyenesek
(ezen kiviil még a kozépvonala is).

A 3. feladat megoldasat a IX—X. osztalyos csoport elsé feladataval egyiitt targyaljuk.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sikbeli zdrt tortvonal hosszisdga 1, akkor a tértvonal lefedhetd egy 1/4 sugari korrel.

Megoldas: Jeloljink ki a tortvonalon két A és B pontot ugy, hogy a tortvonal hosszat felezzék. A két pontot
6sszekotd hur hossza a feltétel szerint legfeljebb 1/2 lehet. Rajzoljuk meg azt az 1/4 sugara kort, melynek koézéppontja
az AB egyenes O felez6pontjaban van. Azt akarjuk bizonyitani, hogy a tortvonal tetszésszerinti pontja ezen a kordn
beliil van. Kossiik 0ssze a keriiletnek egy P pontjat O-val, A-val és B-vel.

A PA és PB tavolsagok Gsszege kisebb az A-t6l P-n at B-ig halado6 toértvonal hosszanal, ami éppen 1/2. Jelolje C
a PB tavolsag felez6pontjat; nyilvan OC az AP tavolsag fele. Az OP tavolsagra az O PCA-bol:

1
OP <OC +CP = 3(AP + BP) £

)

| =

amint allitottuk.
Megjegyzés. A bizonyitasban sehol sem hasznaltuk ki azt, hogy toértvonalrol van szo. gy a fenti bizonyitashol az
is kovetkezik, hogy ha egy zdrt vonal hossza l, akkor az mindig lefedhetd eqy 1/4 sugari kirrel.

5. Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges haromszdogben a beirt kor kézéppontjat és valamelyik, a haromszéghoz hozzairt
kor kézéppontjat Gsszekdtd egyenesszakaszt a hdromszog kéré iri kor felezi.

Megoldas: Legyen ABCA egy haromszog, galpha, 5, v a szogei, O a beirt kor kdzéppontja, O, a BC' oldalhoz
hozzairté. Messe az OO, egyenesszakasz a koriilirt kdrt D-ben.



AO,, BO és BO, felezi rendre a-t, -t, illetve a haromszog B-nél fekvs kiils6 szogét, tehat

CBO,< — o‘;rﬁ,

CBD< = CAD< = %

Igy
a+p

OBD< = és DBO.< = 7.
Mint az AOBA kiils6 szoge,

BOO,< = OAB< + OBA< = “55.

Végill a BDO,A kiils6 szoge ADB<t = ACB< =~ s igy DO,B< = ADB< — DBO,< =

egyenldszari, tehat

. Igy ODBA és BDO, A

o [-2

OD = BD = DO,.

IX - X. osztdlyos csoport.

VII — VIIL osztélyos csoport 3. Bizonyitsuk be, hogy az x° + y* + 2° = 2xyz egyenletnek nincs mds egész értéki
megolddsa, mint xt =y =z = 0.

IX - X. osztélyos csoport 1. Keressiink olyan , y, z és v egész szamokat, melyekre teljesil, hogy x> +vy*+ 22 +0v? =
2xyzv.

Megoldas: 3. Valasszuk kiilon mindegyik valtozo torzstényez6s felbontasabol 2 hatvanyéat: legyen x = 2%, y =
2bq, = = 2%, ahol p, ¢, r paratlan szamok. Mivel a valtozok szerepe az egyenletben teljesen szimmetrikus, feltehetjiik,
hogy olyan sorrendben kévetkeznek, hogy a < b < ¢. Az egyenlet igy irhato:

22(1 . p2 + 22b . q2 + 22(; . 7,,2 — 21+a+b+c . pq,r,7
és mindkeét oldalt elosztva 22?-val,
p2 + 22(b7a) . q2 + 22(cfa) . T2 _ 2b7a+c+1 - pgr.

Ha b > a, a jobboldal paros. A baloldal csak akkor lehet paros, ha p = 0, de ekkor a jobboldal is 0 lévén, y* + 22 = 0,
vagyisx =y =z = 0.

Ha b = a, a jobboldal, akkor is paros, a baloldalon az els6 két tag p® +¢> paros 6sszeget ad, de 4-gyel nem oszthato,
mert paratlan szdm négyzete mindig 1-gyel nagyobb, egy 4-gyel (sot, 8-cal) oszthato szamnal. Igy kell, hogy ¢ > a
legyen, tehat c legalabb 1. Egyenletiink igy irhato:

p2 + q2 — 2‘2+1qu _ 22(c7a)r2.

Igy a jobboldal 4-gyel oszthaté, a bal azonban nem, tehat ismét nem kapunk 0-t6l kiilonboz6 megoldasokat.

1. Az elébbihez hasonloan feltehetjiik, hogy z = 2% -p, y =2°-¢q, 2=2°-résv =2%.5 ahol a < b < ¢ < d. és
p, ¢, r, s paratlan szamok. 22%-nal osztva:

p? 4 220=a) g2 4 92(c=a)y2 4 92(d=a) g2 — o _ g 4 ¢4 d + 1pgrs.

Ha b > a, vagy b = ¢ = a, d > a, akkor a baloldal paratlan volna, a jobb péaros.
Legyen b = a, tehat
p2 + q2 + 22(c—a)r2 + 22(d—a)s2 — 2c+d+1pq7°8.
Ha ¢ > a, akkor a baloldal csak 2-vel oszthatd, a jobb 4-gyel is. Ha viszont ¢ = d = a, akkor a baloldal oszthato

4-gyel, de 8-cal nem. A jobb csak 2-vel, ha ¢ és d értéke 0, viszont ha ¢ = d = 1, akkor meg 8-cal is oszthato a jobboldal.
Ekkor sem szolgaltat az egyenlet 0-t6l kiilonb6z6 megoldasokat.



2. Hogy helyezkednek el a szimmetriasikjai annak o testnek, melynek két forgdstengelye van?

Megoldas: A feltételekbdl kovetkezik, hogy véve egy forgastengelyt és a test egy ezen kiviil es6 pontjat, a ponton
at a tengely koriil rajzolhat6 a tengelyre meréleges sikii kor is a testhez tartozik.

El6szor megmutatjuk, hogy a test két forgastengelye metszi egymast. Valéban ha volna két parhuzamos forgésten-
gelye, akkor messiik &t ezekre merdlegesen valahol a testet. A keresztmetszet hatarvonala kor kell, hogy legyen, melynek
a kozéppontja a tengely doféspontja a sikon. De ez esetiinkben egy olyan korhoz kellene, hogy vezessen, melynek két
kiilonboz6 kozéppontja van, ami lehetetlen, tehat parhuzamos forgastengelyek sem lehetnek.

Ha, két kitérg forgastengely volna, akkor keressiik meg az els6re merdleges keresztmetszetek koziil azt (vagy egy
olyant) melynek legnagyobb a kiils¢ kérvonala (mely most is kor).

/

Vegyiik ennek a kornek egy olyan pontjat, mely a méasodik tengelytdl messzebb esik, mint a kor sugara. (Ilyen van.
Vezessiink pl. a kor koézéppontjan at a masodik tengelyre merdleges sikot. Ez két pontban metszi a kort. Ezek koziil
legalabb az egyik messzebb van a masodik tengelyt6l, mint az els6 koriili kor sugara.) A testhez kell tartoznia annak
a kornek is, mely atmegy ezen a ponton, sikja meréleges a masodik tengelyre és kozéppontja a mésodik tengelyen
fekszik. Az el6bbi meggondolas szerint van e kdrnek olyan pontja, mely az els6 tengelytdl esik messzebb, mint e kor
sugara, tehat még inkdbb messzebb, mint az els6 tengely koriil rajzolt kor sugara. Ez azonban azt jelentené, hogy volna
a testnek az elsd tengelyre meréleges nagyobb sugari keresztmetszete is, mint az elGszor kivalasztott, de ez lehetetlen.
Egy testnek tehat két kitérs forgastengelye sem lehet.

A két forgastengely tehat metszi egymast. Legyen metszéspontjuk O.

Mivel a test egyik forgastengelye koriil barmekkora szoggel elforgatva dénmagaba megy at, kell, hogy a mésodik
forgastengely is mindig forgastengelybe menjen at. Igy azon kipfeliilet minden alkotéja szimmetriatengely, melyet pl.
az els6 tengely koriil forgatva a masodik tengely leir. Ennek csicsa O, nyilasa a két tengely szogének kétszerese. Ezen
kip egy alkotéja mentén tovabbforgatva a testet a tengelyek most fel fogjak o6lelni egy olyan O-cstcsi kup minden
felszini és bels6 egyenesét is, mely O-n megy at és melynek nyilasa az el6bbi kip nyiloszogének a kétszerese. Ismét
egy alkoto koriil forgatva olyan kipot nyeriink, melynek Gsszes egyenese szintén forgastengely és nyilasszoge kétszer
akkora, mint az el6bbié. Igy véges szamu lépés utan azt kapjuk, hogy minden O-n dtmené egyenes forgastengelye a
testnek.

Ekkor a test hatarfeliiletei csak O kozéppontt gombok lehetnek. Igy minden O-n atmend sik szimmetriasik.

3. Keressiik a kovetkezd egyenlet valo8 megolddsait:

1 / 1 1

2
) = - 2 _ = hl
e+ ax+16 at++/a?+zx 16 <0<a<4>

I. megoldas: Mindkeét oldalhoz a?-et adva:

1 1
2 i 2 2 =
(x +a) +16 a®—a+4/a?+x 6
1
Kis atalakitassal. mindkét oldal u? + u alakra hozhato, csak E—ot, illet6leg —a-t kell az ellenkezé oldalra vinni és

mindkeét oldalhoz hozzdadni z-et. Ha ehhez még 1/4-et adunk, u® +u+1/4 = (u+1/2)? folytan mindkét oldalon teljes
négyzetet kapunk és igy a feladatot masodfokt egyenletek megoldasara vezethetjiik vissza:

1 1 1 1
(@+a)’ +(@ta)+g=a’+a— o +yfa?+r— o+,

2



, tehat
vagy

az els6 egyenletbdl a négyzetgydk eltavolitdsa utan az

1
z? + (2a — 1)z + — = 0 egyenletet kapjuk. Innen

16
L_1l-2  J(1-2 ! 2:1—2ajE (1—4a)(3 — da)
2 2 2 2 4

Ez val6s, ha 4a < 1, és ha 4a = 3.
A masodik egyenletnek nincs valés megoldéasa, ha 0 < a < 1/4, mert ha volna, annak mindenesetre negativnak kell

lennie, s igy a® + x — 6 < z negativ volna. A masodik egyenlet az

17
:102+(2a+1)x+2a+ﬁ=0

9 N2
x:—a+1:|: 2a _H.
2 2 16

V17 VIT+2 17 V1T =2
2a—1>T, G>T+ vagy ha 2a—1<—§, a<—T.

egyenletre vezet, melynek gydkei

Ezek akkor valésak, ha

II. megoldas: A jobboldali kifejezés hasonlit ahhoz, mely a baloldal 0-helyét allitja eld, csak az x folosleges a

1 1
gyokjel alatt. Ha e kifejezés értékét y-nal jeloljik: —a+1/a? + x — 6=V innen 3 + 2ay + T Akkor megoldésa
x az eredeti egyenletnek, ha a jobboldal értéke is megegyezik y-nal. Igy az

1
2
2 _—=
x° + ax+16 Y

1
2
2 =
y° + 2ay + 16 T
egyenletrendszerhez jutunk. Kiilonbségiiket képezve:

-y +2a(z—y)=y—u,

azaz:
(x—y)lx+y+2a+1)=0,

Innen z —y =0, vagy x+y+2a+1 =0 és y értékét az elsd egyenletbsl behelyettesitve az el6z6 megoldasban targyalt
két masodfoku egyenlethez jutunk.

4. Legyen 4n pozitiv szdmunk, melyeknek az a tulajdonsdga, hogy barmely 4 egymdastol kilonbozdobol geometrias
haladvanyt alkothatunk. Bizonyitsuk be, hogy ezek kozott a szamok kozétt taldlhato n egyenld.

Megoldas: Azt fogjuk bizonyitani, hogy nem lehet a 4n szam koézt 4-nél t6bb kiilonbozs. Ha volna 5 kiilonbozd,
akkor legyenek ezek névekvé sorrendben a, b, ¢, d, e. Negativ és pozitiv szdAmok nem szerepelhetnek koztiik vegyesen,
mert akkor valamelyik féle, pl. negativ tag legaldbb harom fordul el§ az 6t szam kozt. De ekkor kivalaszthaté koziiliik
3 negativ és egy pozitiv, azok pedig nem alkothatnak mértani haladvanyt.

Ha mind egyez& el@jeld, tegyiik fel, hogy mind pozitiv. (Csupa negativ tagra ugyanigy okoskodhatunk.) Ekkor
kellene, hogy a, b, ¢, d és a, b, ¢, e is mértani haladvanyt alkosson, mégpedig a tagok ilyen sorrendjében, mert egy
pozitiv tagi mértani sor mindig monoton (a szerint név6 vagy fogyo; hogy melyik végérsl nézzik.) Kell tehat, hogy

=

legyen, amibdl d = e kivetkezik, ellentétben azzal a feltevéssel, hogy a, b, ¢, d, e csupa kiillonb6z6 szamok.



Ha viszont 4n szam kozt csak négy kiilonbozs érték fordulhat els, akkor valamelyik értéknek legalabb n-szer kell
koztiik elgfordulnia.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatszog szemkdzti oldalair parhuzamosak, és a szemkézti csucsokat 6sszekétd dtlok
egyendk, akkor kér irhato a hatszdg koré.

Megoldas: Egy ilyen, a feltételeknek eleget tevs hatszogben barmely két szemkdozti oldal végpontjai olyan négy-
szoget tliznek ki, melynek atloi egyenl6k, egyik oldalparjuk pedig parhuzamos. Megmutatjuk, hogy az ilyen négyszog
szimmetrikus trapéz. Tegyen ABC D négyszog eleget a feltételeknek (AB || CD, AC = BD). Htazzunk parhuzamost az
A ponton at BD-vel, ennek C D-vel valoé metszéspontja legyen . AF és BD péarhuzamos lévén AED< = BDC<. Mas-
részt azonban AE = BD = AC, igy EAC haromszog egyenlGszara, vagyis AED< = ACD< és ebbdl BDC< = ACD<.
Es igy a négyszog valoban szimmetrikus trapéz.
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Legyen most ABCDEF a feltételeknek megfelel6 hatszog. Ekkor az el6bbiek szerint ABDE, BCEF és CDFA
szimmetrikus trapézek. Igy a parhuzamos oldalak felez6 merdlegese az atlok metszéspontjan megy at és felezi azok
szOgét. A harom oldalpar felezs merélegeseit meghtizva az atlok alkotta haromszog szogfelez6it kapjuk. Ezekrsl tudjuk,
hogy egy ponton (a haromszogbe irt kor kézéppontjan) mennek &t
Ez a pont egyenlé messze van A-tol és B-t61, B-t61 és C-t61, C-t6l és D-t6l, D-t6l és E-t6l, E-t61 és F-t61, végiil
F-t6l és A-t6l, tehat kézéppontja egy olyan kornek, mely a hatszog minden csicsédn atmegy.

A verseny méasodik fordulojan a kovetkezd tételek voltak kitiizve:
VII — VIII. osztdlyos csoport:

203. (1.) Egy kor mentén 12 mez6 helyezkedik el. Ezek koziil négy szomszédoson 4 kiilonbo6z6 figura: sorra egy
vOros, egy sarga, egy z0ld és egy kék. Minden figura tgy mozdithaté el, hogy barmelyik iranyban négy szomszédos
mezGt atlépve az 6todikre helyezziik, feltéve, hogy ezen a mezén még nem all figura.

Bizonyos szami lépés utan a figurak visszakeriiltek arra a négy mezére, amelyen eredetileg alltak, csak méas sor-
rendben. Hanyféle sorrendben keriilhetnek vissza eredeti helyiikre?

204. (2) Legyen ABC és DEF két tetsz6leges adott haromszog és O egy adott pont a sikban. X és Y jelentse az
ABCA, illetve a DEFA egy-egy tetszéleges pontjat. Keressiik meg minden ilyen pontparhoz azt a Z pontot, melyre
OXZY egy paralelogramma.

a) Bizonyitando, hogy az Gsszes ilyen Z pontok egy sokszoget toltenek ki.

b) Hany oldala lehet ennek a sokszognek?

¢) Bizonyitando, hogy a keletkezd sokszog keriilete egyenls a két haromszog keriiletének Gsszegével.

205. (3) 31 sulyunk van, melyek mindegyike valamilyen egész szamu grammot nyom. Azt tudjuk roluk, hogy
barmelyik 12 sily ugy valaszthatoé két hatos csoportra, hogy azok silya egyenl§ legyen. Bizonyitando, hogy a silyok
mind egyenldk.

206. (4) Egy tetszsleges hatszogben kossiik 6ssze minden oldal kozéppontjat a kovetkezs masodik oldaléval. Két
haromszoget kapunk.
Bizonyitando, hogy e két haromszognek ugyanaz a silypontja.

(5) 100 egész szam van adva. Bizonyitando, hogy kivalaszthato valamennyi ezek koziil (esetleg egy vagy mind) agy,
hogy azok 0sszege oszthat6 100-zal.

207. (6) Adva van a sikban egy kor és egy pont. A pontbdl kiindulva egy olyan zart tortvonalon haladunk végig,
melynek minden szakasza a kor egy érintGjén fekszik, mig visszajutunk a kiindulési helyre. Azokat az utrészeket,
melyeken kozeledtiink szamitsuk pozitiv elGjellel, azokat, melyeken tavolodtunk, negativ elGjellel.

Bizonyitandé, hogy az ilyen elGjelekkel vett itdarabok Osszege 0.

IX - X. osztdlyos csoport:
Az 1. és 3. feladat megegyezik az el6z6 csoport megfelel szamu feladataival.

208. (2) Rakjunk 6ssze olyan egybevago téglakbol, melyek alakjat az abra mutatja, dombora (beszogelés nélkiili)
testet. (ABCD és CDEF két egymdasra mer6leges négyzet. ABG és EFH ezekre merSlegesen allo egyenl@szara



derékszogl haromszog alaku lapok. A tovabbi lapokat a GA és AD, GB és BC, DE és EH, végiil CF és F'H éleken
atfektetett sikok alkotjak, melyek kozos K pontban talalkoznak.)
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209. (4) Rajzoljunk adott haromszogbe olyan sokszoget, mely egy pontra szimmetrikus, és amelyiknek a lehetd
legnagyobb a teriilete.

(5) Bizonyitsuk be, hogy 2™ alaku szamok alkalmas n kitevs mellett tetsz6legesen elére megadott szamjegysorozattal
kezd6dhetnek.

(6) Bizonyitando, hogy egy négyzethez nem illeszthetiink hozza 8-nal tobb vele egybevagd négyzetet, hogy mind-
egyik hozzaérjen az adott négyzet keriiletéhez, de se az adott négyzetbe, se egymasba ne nytuljanak.

Ezek koziil az els6 csoport 5. feladata lényegében megegyezik a Bolyai Tarsulat altal 1948-ban rendezett matematikai
tanuloverseny elsé tételével.

A masodik csoport 5. feladatanak megoldasa viszont a kozépiskolai anyagon talmend ismereteket kovetelne. Igy e
két feladat kivételével a tobbit tiizziik csak ki megoldasra.



