Elsé feladat. Bizonyitandd, hogy ha a trapéz alapjan nyugvd szégek nem egyenldk, akkor a kisebbiknek csticsabol
kitndulo dtlo a hosszabb.

I. megoldas. Segédtételként elére bocsatjuk a kovetkezd megallapitast: Ha két derékszogd haromszogben az
egyik befogd ugyanakkora, és a két haromszog nem egybevagd, akkor ugyanabban a haromszogben talalhaté a méasik
befogoknak és az atfogdknak nagyobbika az egyenld befogokkal szemkdzti szogeknek pedig kisebbike. Ennek belatasara
fektessiik egyméasra a két haromszoget ugy, hogy derékszogeik és egyenld befogoik fedjék egymast (1. abra).
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1. dbra
Az egyiknek C'A; befogodja tilnyulik ebben a helyzetben a masiknak C'As befogdjan, hiszen a haromszogek nem

egybevagok. A keletkez6 A1 AsBA tompaszogi, s ezért BA; > BA,. Ugyanennek a haromszognek kiilsG szogére
vonatkozolag viszont BA1C< < BA2C'<q adodik.
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2. abra

Tekintsiik most méar az ABCD trapéz AB alapjan nyugvo szogeket (2. abra), és legyen
(1) DAB<« < CBA«.
A C és D cstcsot az AB egyenesre vetitve a C’ és D' pontokhoz jutunk. Bizonyitanunk kell az
(2) AC > BD
egyenl6tlenséget. Elegendd ehhez az
(3) AC" > BD'

egyenlGtlenséget bizonyitanunk. Ha ugyanis BD’ # 0, akkor segédtételiinket az ACC’ és BDD' haromszdgekre al-
kalmazva (3)-bol (2) adodik. Ha viszont B és D’ azonos, akkor BD = CC’, és igy (2) abbdl adodik, hogy az ACC’
derékszogl haromszog atfogdja a befogonal hosszabb.

(3) bizonyitasanal a DAB és CBA sz6g mindségének megfelelGen harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha mindkettS hegyesszog, akkor segédtételiinket az ADD’ és BCC' haromszogekre alkalmazva (1) alapjan
AD' > BC' adodik, és az ezeket AB-re kiegészits szakaszokra (3) érvényes.

2. Ha mind a két szdg tompaszdg, akkor ismét az ADD’ és BCC’ haromszdgekre alkalmazzuk segédtételiinket.
Most azonban DAD’'< > CBC'<, mert ezek az (1)-ben szerepls szogeknek kiegészité szogei. A segédtétel alapjan
tehat AD’ < BC', és ezeket AB-vel megnovelve (3) adodik.

3. Ha DAB< <90° és CBA< > 90°, akkor az AB egyenesen az zﬁ iranyban haladva D’ nem lehet A el6tt, és C’
nem lehet B el6tt. Az AC’ szakasz tartalmazza tehat a BD' szakaszt. Ez utobbi nem lehet AC’-vel azonos sem, mert
(1) miatt nem lehet mind a két szerepls szog derékszog. A részként tartalmazott szakasz hosszara tehat teljesiil a (3)
egyenl6tlenség.

II. megoldas. Noveljik meg az ABCD trapéz AB alapjan nyugvo kisebbik, DAB<-ét akkorara, amekkora a
CAB«. Igy az egyenls szara ABCE trapézhez jutunk (3. dbra), melynek atloi a szimmetria miatt az AB szakasz
felez6merdlegesén metszik egymast.



3. dbra

Ezt az F metszéspontot C-vel 0sszekots F'C szakasz a felez6mer6legesnek azon az oldalan van, amelyiken a B
pont. Ugyanezen az oldalon van tehat az eredeti trapéz atléinak G metszéspontja is, hiszen a D pont az EC szakasz
belsejében van, és a BCEA-b6l az adddik, hogy BD metszi az F'C szakaszt. Minthogy az AB szakasz felez6merdlegese
altal meghatarozott félsikok koziil a B pontot tartalmazdnak pontjai kozelebb vannak B-hez, mint A-hoz, ez all a G
pontra, azaz

GA > GB.

Az ABGA és CDGA hasonld, mert szogeik paronként csucsszogek, ill. valtoszogek. A bizonyitott egyenlGtlenség
kovetkezményeként tehat
GC > GD.

Egyenl6tlenségeink Osszegezésével a bizonyitanddé AC > BD egyenlStlenséget kapjuk.

II1. megoldas. Az ABCD trapéz AB alapjan nyugvo kisebbik szog novelésével egyenl szara ABCE trapézhez ju-
tunk (4. abra). E trapéz szimmetria—tengelye az EC szakasz felez6merdlegese. Minthogy B ennek a felez6merglegesnek
azon az oldaldn van, amelyiken a felezett C'E szakasz C' végpontja, azért BC < BE. A szimmetria folytan AC' = BE.
A BCD és BDFE haromszogek D-nél fekvs szogei egymast 180°-ra egészitik ki, ezért e szogeknek valamelyike vagy
hegyesszog vagy tompaszog. Minthogy a tompaszoggel szemben a haromszognek legnagyobb oldala helyezkedik el, a
két haromszognek valamelyikébdl az kovetkezik, hogy BD kisebb a BE és BC' szakaszok valamelyikénél, tehat kisebb
e szakaszok nagyobbikinal, az AC-vel egyenlé BE szakasznal.

IV. megoldas. Az ABCD trapézt, az AB &tlon nyugvo kisebbik szoget novelve, szimmetrikus ABCE trapézzé
egészitjik ki (4. abra).
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4. dbra

A haromszog kiils6 szogére vonatkozo egyenlStlenség szerint
EDB<« > DCB4,

a szimmetria miatt pedig
DCB<« = AED«.

Igy tehat a BDEA-ben D-nél nagyobb szog helyezkedik el, mint E-nél, mert a BEDA része az AED<t-nek, amelyrél
belattuk, hogy FDB<-nél kisebb. Minthogy egy haromszogben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, igy
BE > BD. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk, hiszen a szimmetria miatt AC = BEH.

Maiasodik feladat. Hdany olyan 3-mal oszthato tjegyid szam van amelyben eléfordul a 6-os szdmjegy?

I. megoldas. A 6-ost tartalmazd, 3-mal oszthatd, 6tjegyl szamokat csoportositsuk aszerint, hogy utolsé 6-os
jegyik az egyesektsl szamitva hanyadik jegy.

Az els6 csoportba azok a szdmok tartoznak, amelyeknek utolsd jegye 6-os, ilyen szdmhoz tgy jutunk, hogy a
harom kdzbensé jegyet tetszGlegesen valasztjuk meg, s ezutdn az els6 jegyet Ggy valasztjuk meg az ide irhat6 9 jegy
koziil (mert 0 nem lehet els6 jegy), hogy a jegyek Gsszege 3-mal oszthatd legyen. A kizbensd jegyek mindegyikének
megvalasztasandl 10 lehet&ség van, az elsé jegy megvalasztasanal viszont csak 3 a lehetGségek szama, mert a mér

lEz a megoldas szerepel a Mathematikai versenytételek, I. rész (Kozépiskolai szakkori Fiizetek, Tankonyvkiado, 1955) 70. oldalan.



megvalasztott jegyek 0sszegétdl fiiggben vagy az 1, 4, 7, vagy a 2, 5, 8, vagy pedig a 3, 6, 9 jegyek koziil valaszthatunk,
hiszen valamennyi jegy 6sszege kell, hogy 3-mal oszthaté legyen. Az els6 csoportba tartozd szamok szdma ezek szerint
3-10° = 3000.

A masodik, harmadik és negyedik csoportba tartozd szamoknal a tizes, szézas, ill. ezres jegy 6-os, és ezt kdvetGen
6-0s jegy mar nem szerepel. Ilyen szamot keresve az ezt a 6-os jegyet kovets jegyeket szabadon valaszthatjuk 9 jegy
koziil, hiszen 6-ost nem valaszthatunk, a megel6z6 jegyeket az els6nek kivételével tetszGlegesen valaszthatjuk meg a
10 jegy koziil. Az els6 jegy megvalasztasanal ugyanaz a megkotés érvényesiil, mint az els6 csoport esetében, e jegy
megvalasztasanal tehat mindig 3 lehetGség van. Ezekbe a csoportokba tehat rendre 3-10%-9 = 2700, 3-10-92 = 2430,
3- 9% = 2187 szam tartozik.

Az 6t6dik csoport szamainak tizezres jegye 6-o0s, a tobbi nem hatos. Egy ilyen szam megvalasztasanal a harom
kozbenst jegyet szabadon valaszthatjuk a 9 megengedett jegy koziil, hiszen 6-ost nem valaszthatunk. Az utols6 jegyet e
9 jegy koziil ugy valasztjuk meg, hogy a szdm jegyeinek Gsszege 3-mal oszthato legyen. Az utolsd jegy megvalasztasanal
a tobbi jegy Osszegétdl fiiggben az 1, 4, 7 vagy a 2, 5, 8, vagy pedig a 0, 3, 9 jegyek koziil valogathatunk, tehat minden
esetben 3 lehetGségiink van. Az 6t6dik csoportba ezek szerint 3 - 9° = 2187 szam tartozik.

Valamennyi csoportban egyiitt 3000 + 2700 + 2430 + 2187 + 2187 = 12504 szdm van.

II. megoldas. ElGszor az otjegyd, 6-ost tartalmazd szdmok szaméat hatarozzuk meg, tekintet nélkil arra, hogy
vajon 3-mal oszthaték-e vagy sem. Ezutdn majd bizonyitjuk, hogy mind e szdmoknak éppen a harmada oszthat6 3-mal.

1. Jeloljik az n jegyd, 6-ost tartalmazo szdmok szamét f(n)-nel. Vizsgaljuk az n + 1 jegyd, 6-ost tartalmazd
szamokat, s ezeket soroljuk két csoportba aszerint, hogy utolsé jegyiik 6-os vagy nem 6-o0s.

Az els6 csoporthoz tartozo szamokat tgy kapjuk meg, hogy egy tetszsleges, n jegyt szamhoz még egy 6-os jegyet
fliziink hozza. Az els6 csoporthoz tartozo szamok szama tehat a 10" '-t6l 10™-ig terjedd, n jegyt szamok szaméval
egyenl§, azaz 10" — 10"~ 1.

A masodik csoportba tartozo szamot ugy kapunk, hogy egy n jegyd, 6-ost tartalmazo szamhoz hozzaftziink egy
6-ost0l kiilonbozs jegyet. Mivel ekkor 9 lehet&ség van, a masodik csoportba tartozé szamok széma 9 f(n).

A két csoporthoz tartozo szamok egyiittes szama ezek szerint

fn+1)=10" — 10" 4 9f(n).

Minthogy egyetlen egyjegyt, 6-ost tartalmazé szam van, f(1) = 1. Ebb6l kiindulva a levezetett Osszefiiggés felhaszna-
lasaval sorra a kovetkezs értékekhez jutunk: f(2) =18, f(3) = 252, f(4) = 3168, f(5) = 37512.

2. Nyilvanvalo, hogy ha egy szamtani sorozat elemeinek szama 3-mal oszthato, és a kiilonbség 3-mal osztva mara-
dékul 1-et ad, akkor a sorozat elemeinek éppen a harmada oszthatd 3-mal. T6bb ilyen sorozat elemeinek egyiittesére
is igaz ez a megallapitas, feltéve, hogy a sorozatoknak nincs kozos elemiik. Az Otjegyd, 6-ost tartalmazo szamokrol
fentebb kimondott allitdsunkat bizonyitjuk tehat, ha e szamokat k6z6s elem nélkiili, 3-mal oszthaté elemszami, 3-mal
osztva maradékul 1-et ado kiilonbségi szamtani sorozatokba soroljuk. Ezt a kovetkezSképpen tessziik:

A 6-osra végzdds szamok egy 10 006-tal kezd6ds 99 996-ra végzéds, 9000 elemtd, 10 kiilonbségii szamtani sorozatot
alkotnak. A mas jegyre végz6ds szamokat olyan csoportokba gytjtjiik, amelyekben csak az utolsé jegy az eltérd.
Minden egyes ilyen csoportban a 0, 1, 2, 3, 4, 5 jegyekre végz6d6 szamok egy 6 eleme, 1 kiilonbségt, és a 7, 8, 9
jegyekre végz6dsk egy 3 elemi, 1 kiilonbségl szamtani sorozatot alkotnak.

Mivel mind e sorozatok megfelelnek kdvetelményeinknek, igazoltuk, hogy az 6tjegyd, 6-ost tartalmazéd szamoknak
harmada, azaz 37512 : 3 = 12504 oszthaté 3-mal.

III. megoldas. Ismét elGszor valamennyi 6tjegyd, 6-ost tartalmazo6 szdmnak szdmat hatarozzuk meg, majd bizo-
nyitjuk, hogy ezeknek harmada oszthaté 3-mal.

1. Osszesen 90000 Stjegyti szam van. Az Otjegyt, 6-ost nem tartalmazé szamok szaméat hatarozzuk meg. Ilyen
szamot ugy kapunk, hogy elsé jegynek a 0 és 6 kizarasaval maradé 8 jegy koziil valasztunk egyet, a tobbi jegy
megvalasztasanal pedig csak a 6-ost zarjuk ki, azaz mind a négy esetben 9 lehetGség k6zott valasztunk. Az 6tjegyti, 6-ost
nem tartalmazo szamok szama tehat 8-9% = 52488. Az 6tjegyt, 6-ost tartalmazoé szamok szama tehat 90 000 — 52 488 =
37512. Ez 3-mal oszthato szam.

2. Trjuk fel novekvs rendben az Stjegyt szamokat. Tagoljuk ezt a sorozatot tizes szakaszokba, egy—egy szakaszba
foglalva azokat a szdmokat, amelyek csak az utolsé jegyben kiilonboznek egymastol. Jeloljiik meg mindegyik szakaszban
a 6-ost tartalmazoé szadmokat. Vannak szakaszok, amelyekben minden szamot megjeldliink, ti. azokban a szakaszokban,
amelyeknek nem valtozo, elsé jegyei kdzott 6-os is szerepel. A tobbi szakaszban csak egy—egy szamot, a 6-osra végz6dst
jeloljik meg.
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5. dbra



Vizsgaljuk meg, mekkora lehet a kiilonbség két—két, egyméshoz legkézelebbi megjeldlt szam kozott[] Ha e két szam
ugyanahhoz a szakaszhoz tartozik, a szakasz csupa megjelolt szambél all, és a kiilonbség 1. Ugyancsak 1 a kiilonbség,
ha a két szam két szomszédos, csupa megjelolt szambol all6 szakaszhoz tartozik. Ha a tekintett két szam koziil a
kisebbik egy csupa megjelolt szambdl all6 szakaszhoz, a nagyobbik meg nem ilyenhez tartozik, akkor a kiilonbség 7.
Ha a nagyobbik tartozik csupa megjelolt szambdl allo, s a kisebbik meg nem ilyen szakaszhoz, akkor kiilonbségiik 4.
Ha veégiil mindkét szam olyan szakaszhoz tartozik, amelynek nincs minden szadma megjelolve, akkor 10 a kiilonbségiik.
A vizsgélt kiilonbség lehetséges értékei 1, 4, 7, 10.

Minthogy e szdmok mindegyike 3-mal osztva 1-et ad maradékul, megallapithatjuk, hogy a megjelolt szaAmok nagysag
szerinti egymésutanjdban minden harmadik oszthaté 3-mal, hiszen minden 3-mal oszthaté szamra olyan kovetkezik
ebben az egymésutdnban, amelyik 3-mal osztva 1l-et ad maradékul, erre olyan amelyik 2-t ad maradékul, s erre
megint egy 3-mal oszthaté kovetkezik. Minthogy a megjelolt szamok szama oszthaté 3-mal, ezeknek harmada, azaz
37512 : 3 = 12504 oszthatd 3-mal.

IV. megoldas. A 90000 6tjegyt szam kozott minden harmadik tehat 6sszesen 30 000 oszthaté 3-mal. Hatarozzuk
meg, hogy ezek kozott hany 6-ost nem tartalmazoé van.

Egy ilyen szam els6 jegyét 8-féleképpen valaszthatjuk meg, mert 0 és 6 nem valaszthato. A masodik, harmadik és
negyedik jegy megvélasztasanal 9 lehetSség van, hiszen csak a 6-os valasztésat kell kizarnunk. Az utolsé jegyet tgy kell
megvalasztanunk, hogy a jegyek Gsszege 3-mal oszthato legyen. A mar megvalasztott jegyek Osszegétdl fiiggden tehat
vagy az 1, 4, 7 vagy a 3, 5, 8, vagy pedig a 0, 3, 9 jegyek kozott, vagyis mindig 3 lehetdséghdl valaszthatunk.

Az Gtjegyt, 6-ost nem tartalmazo, 3-mal oszthato szamok szama ezek szerint 8 - 93 - 3 = 17496, az Gtjegyt, 6-ost
tartalmazo, 3-mal oszthatoké pedig 30000 — 17496 = 12 504.

Harmadik feladat. Rdcspontoknak nevezzik a siknak azokat pontjait amelyiknek mindkét koordindtdja egész szdm.
Bizonyitandd, hogy ha egy hdromszég csiucsai racspontok, a hatdrdn tébb racspont nincs, és belsejében egyetlen rdacspont
van, akkor ez a rdacspont a hdromszdg sulypontja.

I. megoldas. El6szor belatjuk, hogy ha egy racspontot egy méasik racspontra, vagy pedig két racspont 6sszekdts
szakaszanak felez6pontjara tiikkroziink, akkor a tiikorkép racspont. Tudjuk ugyanis, hogy ha az A pontot B-re tiikrozve
a C ponthoz jutunk, akkor A és C megfelel6 koordinatainak Osszegei a B pont megfelels koordinatainak kétszeresével
egyenlSk. Két racspont 0sszekots szakaszanak felez6pontjardl tudjuk tehat, hogy koordindtainak kétszeresei egész
szamok. Még inkabb igaz ez egy racspontra, hiszen egész szamok kétszeresei is egész szamok. Ha most egy racspontot
ilyen pontra tiikroziink, akkor megallapitasunk értelmében a tiikrézott racspont és a tiikrozéssel nyert pont megfelels
koordinatainak Osszegei egész szamok. A tiikrozéssel kapott pont tehat racspont, mert koordinatai egész szamok
kiilonbségei.

Tekintsiitk most méar a feladatban szerepeltetett ABC haromszoget, s az ennek belsejében levs S récspontot.
Tiikrozziik mind e pontokat az ABCA oldalainak felez&pontjaira (6. abra).

6. dbra

Valamennyi kapott pont racspont. A kapott csatlakozo A1 BC, AB1C, ABCy haromszogek belsejében van rendre
az S-bol tiikkrozéssel nyert S,, Sp, Se racspont. E haromszogek belsejében tobb racspont nincs, mert ha pl. az A; BCA
még egy racspontot tartalmazna, akkor ezt BC' felez6pontjara tiikkrozve az ABC/A-6n beliili méasodik racsponthoz
jutnank.

Tiikrozziik most az A; récspontot S,-ra. Az igy kapott racspont az A; B1C1 belsejében van, mert az A; pontboél
valo kétszeres kinagyitas az Ay BC/A-et az A1 B1C1/A-be, az S, pontot pedig a szoban forgd racspontba viszi. Ez a
racspont tehat az S, S, Sp, S racspontok valamelyikével azonos, hiszen a fentiek szerint az A; B1C1/\ belsejében nincs
maés racspont. Minthogy S,-ra tiikroztiink, S, maga nem lehet ez a tiikkorkép. Bizonyitjuk, hogy S, és S. sem lehet.
Elegendd ezt pl. S.-re bizonyitanunk. Az AS szakasz tiikorképe BC és AB felez6pontjara az A1 S, és BS, szakasz. E

LAz 5. abra szemlélteti a szamba vett lehetGségeket. Ezen az abran a fekete korok megjeldlt szamokat, a fehér korok meg nem jeldlt
szamukat jelképeznek.



szakaszok tehat AS-sel, s igy egymaéssal is parhuzamosak és egyenlSk. Ezért A;.5,S, B paralelogramma, és S, valoban
nem lehet A;-nek S,-ra vonatkozo tiikkorképe.

Belattuk igy, hogy A;-nek S,-ra vonatkozoé tiikorképe csak az S racspont lehet. Ebbél az kovetkezik, hogy Ap, S,
S egy egyenesen van. Ez az egyenes athalad 5SS, és BC kozos felezGpontjan, tartalmazza tehat A;-nek e felezGpontra
vonatkozo tiikkorképét, az A pontot is. Eszerint S rajt van az ABC/\ A-bo6l indul6 silyvonalan. Az A, B, C' pontok
szerepének azonossiga miatt rajta van akkor a masik két silyvonalon is, ezért S az ABC/A sulypontja.

II. megoldas. Felhasznaljuk az els6 megoldas els6 bekezdésében kimondottakat. Eszerint egy racspontbol vald
kétszeres kinagyitas minden racspontot racspontba visz.

Legyen ismét S a szerepeltetett ABC/A belsejében levd racspont. Az S pontnak e haromszog kozépvonalai altal
alkotott A’ B'C’ A belsejében kell lennie (7. dbra), mert ha pl. az AB'C’ A tartalmazna az S pontot, akkor az A pontbol
val6 kétszeres kinagyitas S-et az ABC/A altal tartalmazott ajabb racspontba vinné.

7. dbra

Az S pontot az A’, B’, C' pontokra tiikrozve az S,, Sy, S. racspontokat kapjuk. Az AS,, BSy, CS,. szakaszoknak
k6zon O felez6pontjuk van. Ezt pl. az AS, és BS, szakaszokra abbol kévetkeztetjiik, hogy ABS, Sp paralelogramma,
hiszen AB és S,S), parhuzamosak és egyenl6k, mert mindketts az A'B’ szakasznak (C-bél, ill. S-bél valo) kétszeres
kinagyitasaval keletkezik.

Az S pontnak O-ra vonatkozo tiikérképe egy S’ racspont. Minthogy S az A’B’'C’A-ben, tehat még inkidbb az
SaSpS.A belsejében helyezkedik el, azért S’ e hdromszdg O-ra vonatkozo tiikorképében, az ABCA-ben van. Minthogy
azonban ebben a haromszdgben csak egyetlen racspont van, kell, hogy S egybeessék S’-vel, tehat O-val is.

Ezek szerint az AS, BS, CS egyenesek azonosak az SS,, SSp, SS. egyenesekkel, tehat athaladnak az A’, B, ¢’
pontokon. Ezek az egyenesek tehdt az ABC silyvonalai, és S a silypontja.

II1. megoldas. Haromszogiinket egyik oldalanak felez&pontjara tiikrozve paralelogrammahoz jutunk. E parale-
logramma belsejében tartalmazza a haromszogiink belsejében levé racspontot és annak tiikdrképét, tobb racspontot
azonban nem. Ezt mar az els6 megoldas bevezets részében is belattuk. Elég ezért a kovetkezs allitast bizonyitanunk.

Ha egy paralelogramma csicsai racspontok, a hatdrdn tobb rdcspont nincs, és belsejében két racspont van, akkor
ezek a paralelogrammdnak eqy dtlojan vannak, s azt harmadoljdk.

Elgszor azt latjuk be, hogy egy paralelogramma belsejében levé ponthoz mindig taladlhat6é a paralelogramméanak
olyan csicsa, hogy az e csicsbol valé kétszeres kinagyitas azt a pontot a paralelogrammahoz tartozé pontba viszi. Ez
nyomban kovetkezik abbodl, hogy a paralelogrammét két kézépvonala négy paralelogrammara bontja, és ezeknek mind-
egyike egy—egy csticsbol kétszeresre nagyitva a teljes paralelogrammaba megy at. Tekintsiik most mar az allitdsunkban
szerepeltetett paralelogrammaét, és az ennek belsejében elhelyezkeds S és T racspontokat (8. abra).
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8. dbra

Nem szerepelhet ezek kozott a paralelogramma kézéppontja, mert akkor a masiknak erre vonatkozé tiikorképe a
paralelogramma belsejében elhelyezked6 harmadik racspontot adna.

Az el6re bocsatottak szerint a paralelogramma egyik B csticsanak S-re vonatkozo tiikorképe a paralelogramméhoz
tartozik. Ez a tiikorkép nem lehet a paralelogrammanak csicsa, mert S nincs a paralelogramma hataran és nem azonos
a paralelogramma centrumaval. Kell tehat, hogy e tiikkorkép a 7" pont legyen.

Ugyanigy adodik, hogy egy D csicsnak 7T-re vonatkozo tiikorképe S-sel azonos. Ezzel belattuk, hogy S és T
harmadoljék a BD szakaszt. BD a paralelogrammanak csak atloja lehet, hiszen S és T nem lehet a paralelogramma
hataran. Ezzel allitasunkat bizonyitottuk.

IV. megoldas. Ismét tdmaszkodunk az els6 megoldas els6 bekezdésében kimondottakra.
A feladatban szerepls ABC/A-et silyvonalai hat haromszogre bontjak (9. abra).

9. dbra

Az ABCA belsejében levs egyetlen racspontot e hat haromszognek legalabb egyike, pl. az AC1SA belsejében
vagy hataran tartalmazza, nem lehet azonban e racspont az ACy szakaszon. Az A pontbol valé kétszeres kinagyitas
ezt a racspontot olyan uGjabb racspontba viszi, amelyik az AC;SA kinagyitasaval kapott ABDA-ben vagy annak
hatdran van, de nincs az AB szakaszon. Minthogy az ABCA nem tartalmazhat belsejében masodik racspontot,
az Ujabb racspontnak az A; BD/\-ben vagy annak hataran kell lennie, de B-vel azonos nem lehet. Ha most ezt a
haromszoget az altala tartalmazott racsponttal egyiitt az A; pontra tlikrozziik, azt kapjuk, hogy az A;C'SA-ben vagy
annak hataran van egy C-t6l kiilonboz6 racspont. Ez a racspont csak az ABC/A-ben levé egyetlen, AC1SA altal is
tartalmazott racspont lehet. Ez az egyetlen racspont azonos tehdt haromszogiink S sulypontjaval, hiszen az AC1S és
A;CS haromszogeknek nincs mas koézos pontja.

Megjegyzés. A harmadik feladat allitasdnak térbeli megfelelGje nem igaz: van olyan tetraéder, melynek csicsai
racspontok, hataran nincs tobb racspont, és belsejében egyetlen, a tetraéder silypontjatol kiilonb6z6 racspont van.
Igy pl. az A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(2, 2, 5) csticsok altal adott tetraéder csak az R(1, 1, 2) racspontot
tartalmazza belsejében, és ez a tetraédernek nem silypontja.



