A lemniszkata és a szamtani-mértani kozép

Az Olvas6é mar bizonyara kivancsi, vajon hogyan is kapcsolodik Gssze a Bernoulli-féle lemniszkata és szdmtani-
mértani kdzép fogalma. Az elliptikus integralok minél egyszeriibb kiszamitasa a mechanikai alkalmazasok szempontjé-
bol lényeges kérdés volt. Mar Euler is probalt szamitasi modszereket kidolgozni, de azok még igen nehézkesek voltak.
Az igazi attorést azonban Lagrange 1785-0s cikke jelentette, amelyben t6bb modszert is adott a (8) alaku integré-
1oK egyszerd kiszdmitasara. Az egyik modszerében definidlta a p, ¢ szdmok szamtani-mértani kézepének rekurzidjat
(amelyet 6 még nem nevezett igy), majd megfigyelte a kozos hatarérték létezését, és egy transzforméacio segitségével
sikeriilt egyszertibb alakra hoznia a (8) integralt.

Gauss 1791-ben, 14 éves kordban ,ujrafelfedezte” a rekurzidt. Az igazi felfedezést azonban 1799. méajus 30-an tette,
amikor észrevette, hogy
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(11) AG(1,\/§)-/O \/% =5

Gauss a fenti Osszefiiggést elGszor csak ,egyszerd’ szamolassal latta be, 19 tizedesjegy pontossaggal(!) kiszamolta
AG(l, \/5) értéket, (az AG(l, \/5) reciprokat szokas Gauss-féle konstansnak hivni). Természetesen Gauss felfedezé-
sének voltak el6zményei. Egyrészt ekkorra a (7) integralraﬂ mar igen pontos kozelits értékek voltak ismertek, tobbek
kozott James Stirling (1692-1770) skot matematikusé, aki 16 tizedesjegy pontossaggal szamolta ki az integral értékét.
Masrészt Gauss ismerte Euler (10) formulajat is, tovabbéa az abban szerepls integralok kozelits értékeit. Ennek elle-
nére a fenti (11) Osszefiiggés felismerése oriasi jelentGségi volt, ahogy naplojaban fogalmazott, ezzel ,az analizis egy
teljesen 1j teriilete nyilt meg”. Ezt kovetSen Gaussnak sikeriilt (t6bb) bizonyitast adnia a (11) formulara, s6t késGbb
az alabbi sokkal altalanosabb Osszefiiggést is belatta:

9. allitas. Tetszdleges a, b pozitiv szamok esetén

2 dy T
12 AG(a,b / =—.
(12 (@) 0 Va2cos2p+b2sin’p 2

Latszolag az a = 1, b = v/2 esetben ad6do integral nem hasonlit a (11) formulédban szerepl integralra. Azonban a
fenti allitasban szerepld integrél egy egyszert helyettesitéssel (8)-hoz hasonlo, agynevezett Jacobi-féle alakra hozhato.

Gauss tovabbi vizsgaldédasai folyaman a szdmtani-mértani kézép fogalmat komplex szamokra is kiterjesztette. Ezen-
kiviil a trigonometrikus fiiggvények mintajara bevezette az tgynevezett lemniszkata-fliggvényeket: a ,sinus lemniscus”
fiiggvényt a (7) integral(fiiggveény) inverzeként értelmezte. Az elliptikus integralok inverzeivel és a komplex szamtani-
mértani kézéppel kapcsolatos eredményei az elliptikus fiiggvények elméletének kialakulasaban fontos szerepet toltottek
be, ezek el6futarai Abel és Jacobi munkainak.

Variacidk egy témara

Az el6z6ekben megismertiik a szamtani-mértani kozép fogalmat és torténetét. Most nézziikk meg, mi torténik, ha

Ehhez el6szor emlékeztetiink a harmonikus kozép fogalméra és néhany tulajdonsigéra.
10. definicié. Adott a, b pozitiv szamok harmonikus kozepe
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H(a,b) = n

Q=
S

Figyeljiik meg, hogy két pozitiv szdm harmonikus kézepe a reciprokaik szdmtani kozepének reciproka, vagyis
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Ebbdl az észrevételbsl konnyen adodik a mértani és a harmonikus kdzép kozotti egyenlStlenség:
H(a,b) < G(a,b)

minden pozitiv valés szam esetén, és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Valéban, a szdmtani és a mértani
kozép kozotti (1) egyenlétlenség] miatt

) = 11 = Vab = G(a,b).

A szamtani, mértani és harmonikus koézepekre tehat az alabbi egyenlStlenséglancolat all fenn:

H(a,b) =

Q|| =
Q|- =
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H(a,b) < G(a,b) < A(a,b),

ahol egyenlGség pontosan a = b esetén teljesiil.

4. feladat. Mutassuk meg, hogy a harmonikus kozépre teljesiil a kozépérték-tulajdonsag, diagonéalis, szimmetrikus
és pozitiv homogén.

Végiil emlitsiik meg a harmonikus kdzép egy érdekes specidlis tulajdonsagit. Egyszert szamolassal ellenGrizhetd,
hogy tetszéleges a, b pozitiv szamok esetén A(a,b) - H(a,b) = ab, azaz

(13) G(A(a, b), H(a, b)) = G(a,b),

amit ugy is megfogalmazhatunk, hogy két szam szamtani és harmonikus kézepének mértani kozepe a két szam mértani
kozepe.

Most méar készen allunk a szamtani-harmonikus koézép definidlasara. Legyenek a, b pozitiv valés szamok és értel-
mezziik az (ay) és (b,) sorozatokat az alabbi rekurziokkal (lasd a [8] konyv 48. oldalan a 45. feladatot, illetve az [5]
konyv I. kotetének 62-63. oldalait):

(14) apg ‘= a bo =b
a, + by, 2
(].5) Ap+41 = T bn+1 = m

an bn

Szavakban kifejezve, a sorozatok (n + 1)-edik tagjai rendre az n-edik tagok szamtani, illetve harmonikus kdzepe, azaz
Ap+4+1 = A(an, bn) és bn+1 = H(an, bn)

11. allitas. Az (a,) és (bn) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékik, mégpedig G(a,b).

Bizonyitas. Feltehetd, hogy a > b. Ekkor a 4. llitas bizonyitdsdban alkalmazott gondolatmenethez hasonléan, a
szamtani és a harmonikus kozép kozotti egyenlGtlenség, illetve a kozépérték-tulajdonsag felhasznalasaval kapjuk, hogy

bgbngbn—klgan—i—lganga

minden n > 0 esetén. Ez azt jelenti, hogy (a.), (b,) monoton és korlatos sorozatok, ezért mindketts konvergens,
hatarértékiik legyen rendre « és 5. Ekkor a (14)—(15) rekurziobol kovetkezGen

a+p 2

o= 5 és = ,

ami a diagonalitas miatt éppen azt jelenti, hogy a = 5. (Jegyezziik meg, hogy a hatarértékek megegyezése az 5. meg-
jegyzésben latott modon is belathato: a (by,) sorozat monoton noévekedéseébdl adodoan 0 < a,, — b, < 27"(a —b).)
Jeloljiik a két sorozat kozos hatarértékét a-val. Vegyiik észre, hogy a (13) Osszefliggés miatt

(16) G(ant1,bpt1) = G(Alan, bn), H(an, b)) = Glan, by),

ahonnan indukcioval G(ay,b,) = G(a,b) adoédik minden n > O-ra. Innen a bizonyitast kétféleképpen is befejezhetjiik.
Egyrészt a kozepek kozotti egyenlStlenség alapjan minden n-re

bnt1 < G(an,bn) < any1, vagyis b1 < G(a,b) < apy1, ezért a renddrelv miatt sziikségképpen o = G(a, b). Mas-
felol a (16) Osszefiiggésben elvégezve a hataratmenetet (a mértani kozép folytonossaganak felhasznalasaval) G(a,b) =
G(a,a) = a adodik. O

12. megjegyzés. Az el6bbi bizonyitasban a kozos hatarérték meghatarozasanak (utobbi) 6tletét érdemes kiilon ki-
emelniink. Gondoljuk meg, hogy az o = G(a, b) egyenlGség két alapvetd tulajdonsagon mult. Egyfelsl a (16) invarianci-
dn: a mértani kozép (mint kétvaltozos fliggvény) invarians a (14)—(15) iteraciora nézve, azaz G(an+t1,bn+1) = G(an, by)
minden n-re; masrészt azon, hogy G(a,a) = a. Ervényes tehat a kovetkezo allitas.

1 G(a,b) < A(a,b).



13. allitas [invarianciaelv]. Tegyik fel, hogy az (ay), (bn) pozitiv tagd sorozatok konvergensek és kizos a ha-
tarértékiik, amely legyen o. Ha ®: RT x RT — RT (RT a pozitiv valds szimok halmaza) olyan kétvdltozos fiigg-
vény, amely folytonos, tovibbd ®(x,x) = x minden x > 0 esetén, valamint ® invaridns a két sorozatra nézve, azaz
D(ant1,bnt1) = ®(an, b,) minden n-re, akkor o = ®(ag, bo).

Az invarianciaelv segitségével a (12) Gauss-féle formula egy lehetséges bizonyitasanak 6tlete is azonnal kirajzolodik.
Definialjuk a ® kétvaltozos fliggvényt az alabbi moédon:

s _1
(a, ) 2/5 dy
a,b) = | = .
T Jo /a2 cos? o+ b2sin’ ¢

Ekkor @ folytonos, ezenkiviil x > 0 esetén

)

1 2/% d 2/%d<p1
®(z,2) wJo a2cop+a?sin®e TJo @ x

b
P (a—2|— , \/ab) = ®(a,b) minden a, b pozitiv szamra, ekkor az invarianciaelv miatt

®(a,b) = AG(a,b). Az invariancia igazolasa az ugynevezett Gauss-féle transzformacioval torténhet, amely az ellip-
tikus integralok elméletében egy fontos integralatalakito transzformacio, lasd példaul az [4] cikket, vagy a [5] konyv
I1. kotetének 144-147. oldalait. A transzformacié els¢ formédja mar Lagrange korabban emlitett cikkében megjelent,
késébb Gauss téle fiiggetleniil dltalanosabb alakban alkalmazta.

Térjlink most vissza a szamtani-harmonikus kézepet (amely valojaban a mértani kozép) definialé (14)—(15) itera-
ciohoz néhany tulajdonsag erejéig.

5. feladat. Igazoljuk, hogy a (14)—(15) iteracié mésodrendben konvergens, pontosabban

any1 —Vab 1 1 bpy1 — Vab Vab 1

(an—vab)?  2an 2Vab (b, —Vab)®  (an Tba)ba  2Vab’

(Utmutatas: hasznaljuk a (16) invarianciét.)
A (16) invariancia segitségével a (14)—(15) rekurziot atirhatjuk ,egydimenzios alakba”. Legyen s = ab = a,b,,, ekkor
by, = i, és ezt a (15) rekurzioba helyettesitve kapjuk, hogy
a

mn

(17) i = 1 ( n i) .
n

A fenti eljaras az ugynevezett Héron-féle (vagy babiloni) médszer, amelyet el6szor Héron (kb. i.sz. 10-70) gorog mate-
matikus irt le. A modszer egy adott s pozitiv valos szam négyzetgyokének kozelits kiszamitasara szolgal. Adott ap = a
pozitiv kezdGértékbol kiindulva az (a,) sorozat tagjai egyre jobban megkozelitik /s-t. Valoban, ezt most bizonyita-
és lattuk, hogy az (a,) (és a (b)) sorozat hatarértéke éppen vab = /s. Ezzel a Héron-féle modszer konvergenciéjara
egy Uj bizonyitast nyertiink. S6t, az 5. feladat alapjan tudjuk, hogy a szdmtani-harmonikus kozép iteracioja masod-
rendben konvergal, igy a Héron-féle médszer is méasodrendd. Ez azt jelenti, hogy ez a méddszer egy gyors és hatékony
eljaras egy szam négyzetgyokének kozelits kiszamitasara. A modszerrol részletesebben lasd még a [7] konyv 109-112.
oldalait, illetve a [8] konyv 46. oldalan a 40. feladatot.

A szakasz lezarasaként vizsgaljuk meg mit kapunk, ha a szamtani-mértani kdzepet definialo rekurzidban a mértani
kozép helyett a szamtani kozepet ,cseréljiik” a harmonikus kézépre. Definialjuk tehat az (a,), (by) sorozatokat oly
mo6don, hogy

(18) ap ‘= a bo =b

(19) ni1 =\ apby bpi1 i= ———

ahol a, b adott pozitiv valdés szadmok.
14. allitas. Az (a,) és (bn) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékik, méghozzd
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6. feladat. Bizonyitsuk be a 14. allitast. (Utmutatas: fogalmazzuk 4t a (18)—(19) rekurziot a sorozatok reciproka-
ira.)

15. definicié. A (18)—(19) sorozatok kézos hatarértékét az a és b szamok mértani-harmonikus kézepének hivjuk
és a tovabbiakban GH (a, b)-vel jeloljik.

A 14. allitas értelmében a mértani-harmonikus kozép a reciprokok szamtani-mértani kézepének reciproka, ezért
bizonyos értelemben ugy viselkedik, mint a harmonikus kozép.

7. feladat. Igazoljuk, hogy a mértani-harmonikus k6zép szimmetrikus, pozitiv homogén, GH (a,b) = GH (ax, bx)
minden k-ra, ahol (a,), (b,) a mértani-harmonikus kézepet definialo (18)—(19) sorozatok, tovabba
min (a,b) < H(a,b) < GH(a,b) < G(a,b) < AG(a,b) < A(a,b) < max (a,b),
ahol egyenl@ség pontosan a = b esetén teljesiil, valamint

(20) G(AG(a,b), GH(a,b)) = G(a,b).
8. feladat. Milyen invariancia tulajdonségot jelent a (20) sszefiiggés?
Altalanositas: Gauss-féle rekurziok

Az el6z6ek mintajara az Olvasd is megprobalkozhat rekurziok értelmezésével, példaul a szidmtani-mértani kézép

belathato, a kozos hatarértéket altaldban nem lehet ,szép” alakra hozni. Ez nagyrészt azon mulik, hogy meg tudjuk-e
talalni az invarians fiiggvényt. Mindenesetre érdemes a kérdéskort altaldnosan is megfogalmazni, ez a korédbbiak alapjan
nem fog nehézséget okozni. Definidljuk tehat absztrakt kdzepek fogalmat.

16. definicié. Legyen M: Rt x RT — R* folytonos fiiggvény. Ekkor M-et kézépnek nevezziik, ha teljesiil 14 a
kozépérték-tulajdonsag, azaz

(21) min (a,b) < M(a,b) < max (a,b).
Legyen M és N két kozép. Ekkor definidlhatjuk az alabbi Gauss-féle rekurzidt:

(22) ap == a bo =10
(23) ant1 := M(an, by) bpt1 := N(an,bn),

ahol a és b adott pozitiv szamok. A korabbi szakaszokban szerepld rekurziok vizsgalatdnal lattuk, hogy a kapott
sorozatok konvergencidja lényegében a kozepek kozott fennalld egyenlGtlenségeken (és a kozépérték-tulajdonsagon), a
koz0s hatarérték létezése pedig a diagonalitdson mult. Erdemes tehat definialnunk absztrakt kozepek diagonalitasanak
és Osszehasonlithatdsdganak fogalmét.

17. definicié. Legyen M és N két kozép. Ekkor M szimmetrikus, ha M (a,b) = M (b,a) minden a, b pozitiv
szamra, M diagondlis, ha a (21) egyenl6tlenséglancolatban pontosan a = b esetén teljesiil egyenléség (barmelyik
egyenl6tlenségben). Ezenkiviil azt mondjuk, hogy M édsszehasonlithatd N-nel, ha az alabbi harom feltétel koziil legalabb
az egyik teljesiil:

N(a,b) minden a, b pozitiv szamra;
(#4) N(a,b) > M(a,b) minden a, b pozitiv szamra;
N(a,b), haa>b>0,és N(a,b) > M(a,b), hab>a > 0.

Vilagos, hogy ha M és N szimmetrikus kozepek és M Osszehasonlithaté N-nel, akkor forditva is igaz, N Osszeha-
sonlithato M-mel. Ez a megforditas azonban altalaban (nevezetesen, ha (ii7) teljesiil és M # N, akkor) nem igaz.

18. allitas. Tegyiik fel, hogy M és N diagondlis kizepek, tovdbbd M dsszehasonlithaté N-nel. Ekkor a (22)—(23)
rekurzidval definidlt (ay,), (by) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékiik.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (i) eset all fenn és a > b. Ekkor by = N(a,b) < M (a,b) = a;. Ha valamilyen n-re
b, < a, teljesiil, akkor az Gsszehasonlithatdsag folytan

bnt1 = N(an,bn) < M(an,bn) = ant1, tovabba a kozépérték-tulajdonsig miatt

b < apy1 < ap €8s by, < bpir < ap, tehat b < b, < b,41 < ap < apy1 < a minden n-re. Ez azt jelenti, hogy (a,),
(by,) korlatos és monoton sorozatok, ezért mindketts konvergens, hatarértékeik legyenek rendre o és 8. A (22)—(23)



rekurzio (és M, N folytonossaga) miatt sziikségképpen oo = M (v, 8) és 8 = N(«, 3), és igy a diagonalitasbol kovetke-
z6en o = 3. Az a < b eset teljesen hasonléan vizsgalhato, csupan az (ay,), (by,) sorozatok szerepét kell felcserélni. Ha,
pedig (i) vagy (i7) teljesiil, akkor a fenti bizonyitas szorol-szora megismételhets. Jegyezziik meg, hogy a diagonalitasbol
val6jaban csak annyit hasznaltunk fel, hogy legaldbb az egyik kozép rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. O

19. definicié. Az (ay), (b,) sorozatok kozos hatarértékét az M és N kozepek ,,keverékének’ﬂ nevezziik és a
tovabbiakban M N (a,b)-vel jeloljik.

20. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 18. allitas bizonyitasabol az is kijott, hogy M N rendelkezik a kozépérték-
tulajdonsaggal. Belathato, hogy M N folytonos is, tehat kozép. Vigyazzunk, hogy altaldaban M és N keveréke kiilonbozik
N és M keverékétsl. Ha azonban M és N szimmetrikus kozepek, akkor kénnyen lathatéan NM (a,b) = M N(a,b).
Gondoljuk meg (a 7. allitas és a 7. feladat mintajara), hogy M és N esetleges kozos specialis tulajdonsagai (mint
példaul szimmetria, homogenitas) 6roklédnek M N-re. Megemlitjiikk, hogy a 18. allitdsban az sszehasonlithatosag
feltétele valojaban elhagyhato. A részleteket illetGen lasd a [2] konyvet.

Nézziink meg most egy konkrét példat a 18. allitas szemléltetésére. Legyen

3a+0b a+2b
T N(a,b) = T

(24) M(a,b) =

Vilagos, hogy M és N nem szimmetrikusak. Kénnyen lathato, hogy teljesiil a kozépérték-tulajdonsag és a diagonalitas:
példaul, ha a > b, akkor

:3b+b<3a+b<3a+a:a b:b+2b<a+2b<a+2a:

b= s~ 1 ~¢ 3 -3 -3 %

és nyilvan egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha a = b. Egyszerd szamolassal adodik, hogy M (a,b) — N(a,b) =

5
E(a —b), igy M Osszehasonlithato N-nel (a (iii) eset all fenn). Ekkor a 18. allitasbol kovetkezGen létezik M N (a,b).

Ennek explicit felirasdhoz vegyiik észre, hogy

1
—(4an+1 + 3bn+1) =

Z (Ban + by + an + 2b,) =

(4a, + 3by,),

=
T

1 7
vagyis a ®(x,y) = ?(433 + 3y) fiiggvény invaridns az (ay), (b,) sorozatokra nézve. Mivel ®(z,z) = 73: =z, ezért az
invarianciaelvbél kovetkezGen

MN(a,b) = = (4a + 3b).

b b
M(a,b) = /a2 N(a,b) = /2.
2 2
[ a2 _p2
MN(a,b) = 2(loga — logb)

. -1
(Utmutatas: az a = b hatareset vizsgalatdhoz hasznaljuk fel, hogy 1i]m1 Toﬂ =1, lasd a [8] kényv 217. oldalan a 35.
r—r

feladatot. Lasd még a [3] cikket is.)

| =

9. feladat. Legyen

Igazoljuk, hogy a # b esetén

Alkalmazas: a 7 és a szamtani-mértani kozép

A cikk végén ejtsiink szét a szamtani-mértani kozép lehetséges alkalmazéasainak kérdésérdl. Lattuk, hogy mar
minél egyszertibb alakra hozni. Megmutattuk, hogy az iterécié gyorsan konvergdl, tehat egy hatékony eljaras, amely
Gauss (12) formuldja alapjan (els6faja teljes) elliptikus integralok kozelitd kiszamitasara hasznalhato.

Az elliptikus integralok elméletének kialakuldsa utan a szamtani-mértani kozép fogalma kissé feledésbe meriilt (és
manapsag sem tul kozismert, annak ellenére, hogy részben elemi eszk6zokkel is targyalhato). A 20. szazadban Richard
Brent és Eugene Salamin matematikusok ajra felfedezték Gauss néhany eredményét. Egymastol fiiggetleniil 1976-ban
a 7 kozelits kiszamitasara egy rendkiviil hatékony algoritmust dolgoztak ki, amely a Gauss-féle szamtani-mértani kozép

(példaul a logaritmusfiiggvény) is hatékonyan szamolhatok.

5 Az angol nyelvii szakirodalomban: compound mean.



Az alabbiakban réviden ismertetjiik a Brent—Salamin-algoritmust. Képezziik az (a,), (bn), (tn) sorozatokat a
kovetkezd rekurziokkal:

1

(25) ap = 1, bo = —2, lfo = 1,
an + bn n
(26) Ap+1 ‘= T, bn_;,_l = anbn, tn_;,_l = tn -2 (G/i — bi)
a2
21. allitas. A m, := tLH sorozat masodrendben a w-hez konvergdl.

n

A fenti allitas bizonyitasa az elliptikus integralok Legendre-féle azonossagan mulik (amely szoros kapcsolatban all az
Euler-féle (10) formulaval). Ezért a (25)—(26) rekurziot Gauss-Legendre-algoritmusnak is szokds hivni. A masodrendd
konvergencia miatt minden lépésben megkétszerez6dik a pontos tizedesjegyek szadma m,-ben, ez mar néhany 1épés
elvégzése utan is jol latszik: az els6 8 1épés a m-nek rendre

0, 3, 8,19, 41, 94, 171, 344 tizedesjegyét allitja el pontosan.

Az 1980-as évek elejétsl kezdGdGen Yasumasa Kanada japan matematikus és munkatarsai a fenti eljaras segitségével
yhekilattak” a m minél tobb tizedesjegyének kiszamolasahoz, és ezzel az elmilt 30 évben sorra allitottak fel a rekordokat.
1981-ben a 7-nek 2 millié tizedesjegyét szamoltak ki pontosan, 1983-ban méar 16 millié tizedesjegyet, 1988-ra 201 millid,
1999-re pedig 206 milliard tizedesjegyet sikeriilt pontosan kiszdmolniuk. A 2002-es rekord, amelyet ugyancsak Kanada
és csapata allitott fel: 1 241 100 000 000 tizedesjegy.

Erdemes megemliteni, hogy Jonathan és Peter Borwein az 1980-as évek kozepétdl a Brent-Salamin-algoritmushoz

1
hasonlo, de annal még gyorsabban konvergalo eljarasokat dolgozott ki a m, illetve az — kiszamitasara. A m kozelits

szamitasanak torténetérdl, illetve a szdmtani-mértani kozéppel valo kapcsolatarol az érZiTekl(jd(jk a [6] cikkben és a [2]
kényvben bévebben olvashatnak.

A 7 tizedesjegyeinek az el6bbiekben ismertetett pontossédgokkal torténd kiszamitasa természetesen tulmegy az
alkalmazhatosag korén. Ezzel kapcsolatban ismert a kovetkez6 anekdota (lasd [1]). A m-nek csupan az els6 39 tizedes-
jegye elegend6 ahhoz, hogy az univerzum sugaraval azonos sugart kor keriiletét ki tudjuk szdmolni egy hidrogénatom
sugaranak megfelel6 pontossaggal. Ennek igazolasat (vagy megcafolasat) az Olvasora bizzuk.
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