Al. Az f: R? — R fiiggvényre minden valos z, y, z esetén f(x,y) + f(y,2) + f(z,2) = 0. Bizonyitsuk be, hogy
létezik olyan ¢g: R — R fliggvény, amelyre f(z,y) = g(x) — g(y) teljesiil minden valds x és y esetén.

A2. Aladar és Barbara a kovetkezs jatékot jatsszak: Felvaltva toltogetik ki egy kezdetben iires 2008 x 2008-as
matrix elemeit. Aladar kezdi a jatékot. Minden forduléban a soron kévetkezs jatékos valaszt egy valds szamot és beirja
egy iires mezdbe. A jatéknak akkor van vége, amikor az egész matrix megtelik. Aladar nyer, ha a létrejové méatrix
determinédnsa nem nulla, és Barbara nyer, ha nulla. Melyikiiknek van nyer stratégiaja?

A3. Vegyiink egy pozitiv egészekbdl all6 a1, aq,...,a, véges sorozatot. Ha lehetséges, valasszunk két olyan j < k
indexet, melyekre a; nem osztoja ag-nak, és cseréljiik ki a;-t Inko (aj, ax)-ra, ag-t pedig lkkt (a;, ax)-ra. Az eljarast
ismételjiik, ameddig lehet. Bizonyitsuk be, hogy az eljaras el6bb-utébb mindig véget ér, és a végeredményiil kapott so-
rozat nem fligg az indexvalasztasoktol. (Megjegyzés: Inko a legnagyobb kozos osztot, lkkt a legkisebb kozos tobbszorost
jeloli.)

A4, Tekintsiik az f: R — R,
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A5. Legyen n > 3 egész szam, és legyenek f () és g(x) olyan valos egyiitthatos polinomok, melyekre az (f(1), g(1)), (f(2),9(2)),.
R? pontok az ora jarasaval ellentétes koriiljaras szerint egy szabalyos n- sz0g csicsai. Bizonyitsuk be, hogy f (x) és
g(x) koziil legalabb az egyiknek a fokszama legalabb n — 1.

AG6. Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ > 0 konstans, amelyre minden nemtrividlis véges G csoportban létezik
elemeknek olyan sorozata, melynek hosszisaga legfeljebb ¢ln |G|, és G minden eleme elGall valamely részsorozatanak
szorzataként. (A sorozatot alkoté G-beli elemek nem feltétleniil kiilonbozsk.) Egy sorozat részsorozatdt agy kapjuk,
hogy kivalasztunk néhany nem feltétleniil egyméasra kovetkezs tagjat, és a tagok egymas kozti sorrendjét megtartjuk.
Peéldaul 4, 4, 2 részsorozata a 2, 4, 6, 4, 2 elemsorozatnak, mig 2, 2, 4 nem részsorozata.

B1. Legfeljebb hany racionalis pont lehet egy R?-beli korén, amelynek kézéppontja nem racionalis pont? (Raciondlis
pontnak azokat a pontokat nevezziik, amelyeknek mindkét koordinataja racionalis szam.)

B2. Legyen Fy(z) =1Inz, és Fpyi(x) = / F,(t)dt, han >0 és z > 0. Szamitsuk ki a
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hatarértéket.
B3. Legfeljebb mekkora lehet egy egységnyi oldalhosszisdgt 4 dimenzids hiperkocka altal tartalmazott kor sugara?

B4. Legyen p primszam. Legyen h(z) olyan egész egyiitthatos polinom, melyre h(0), h(1), ..., h(p*—1) kiilonboz6ek
modulo p*. Mutassuk meg, hogy h(0), h(1),..., h(p® — 1) kiilonbozéek modulo p®.

B5. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f: R — R folytonosan differencidlhaté fiiggvényt, amelyre minden ¢ raciondlis
szam esetén teljesiil, hogy f(q) is raciondlis, és ugyanaz a nevez&je, mint g-nak. (Egy ¢ racionalis szam nevezdjén azt
az egyértelmten meghatarozott pozitiv egész szdmot értjiik, melyre ¢ = a/b, ahol a egész, és a és b legnagyobb kozos
osztoja 1.)

i-re |o(i) — i| < k. Bizonyitsuk be, hogy {1,2,...,n} k-limitalt permutacitinak szdma akkor és csak akkor paratlan,
han =0 vagy 1 (mod 2k + 1).

LA versenyr6l megjelent ismertetés lapunk 2005/2. szaméaban olvashatoé, a 71-72. oldalon. A verseny honlapja:
http://math.scu.edu/putnam/index.html, a megoldasok a http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnamindex.shtml
honlapon taldlhatok.



