Matematikai tanulményai soran mindenki talalkozik a szamtani és a mértani kozép fogalmaval. A két kozép ko-
zOtt fennélld egyenltlenség hasznos eszkoz példaul egyszerd szélsGérték-feladatok megoldasdban. Bizonyéara kevesen
gondolnak, hogy a szdmtani és a mértani kézép mellett 1étezik az tgynevezett szdmtani-mértani kézép is. E dolgozat
célja ennek, a magyar nyelvi matematikai szakirodalomban talan kevésbé ismert fogalomnak a révid bemutatésa.
Amellett, hogy a szamtani-mértani kozép egy 6nmagéban is érdekes és egyszeri ,matematikai objektum”, latni fogjuk,
hogy val6jaban mély matematikai Osszefiiggések rejlenek mogotte. Ezen Osszefiiggések ,felfedezdje” Gauss volt, ered-
ményei fontos szerepet toltottek be a matematika egy aganak, az elliptikus fliggvények elméletének kialakulasdban.
Termeészetesen az elliptikus fiiggvények témakorének ismertetése meghaladna e dolgozat kereteit, de a hozza kapcsolo-
do torténeti hattérre (annak fordulatossaga indokan) mindenképpen érdemes kitérniink. A révid matematikatorténeti
attekintés mellett dolgozatunkban szot ejtlink az altaldnositas és alkalmazas kérdéseirdl is, amelyek ugyancsak sok
matematikai érdekességet rejtenek. Igyeksziink minden elGkeriils fogalmat és allitast tobb oldalrél is megvildgitani,
elGsegitve ezzel a téma konnyebb megértését. Cikkiink elméleti részében a hatarérték-szamitas elemeire fogunk ta-
maszkodni. Ezzel kapcsolatban a [7] tankonyvre és a [8] példatarra hivjuk fel a figyelmet, amelyekben megtalalhatok
a felhasznalasra keriils fogalmak és Osszefiiggések. A torténeti hattérrsl az érdekldsk bévebben olvashatnak az [3]
cikkben, a szdmtani-mértani k6zép részletes targyalasat illetGen pedig a [2] kényv néhany fejezetét ajanljuk.

Szamtani, mértani, szaimtani-mértani k6zép

ElGszor roviden elevenitsiik fel a szamtani és a mértani kézéppel kapcsolatos ismereteinket.

1. Definicié. Adott a, b pozitiv valos szamok szdmtani (vagy aritmetikai) kézepe A(a,b) = aT, mértani (vagy

geometriai) kizepe G(a,b) = Vab.

Jol ismert, hogy barmely a, b pozitiv valés szamok esetén
(1) G(a,b) < A(a,b),

és egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha a = b. Ennek bizonyitasa kiolvashaté az alabbi azonos atalakitasbol:

(Va—-vb)*>o.

(2) A(a,b)—G(a,b)z“;rb—\/%zé(a—zx/ﬁm):

N | =

Erdemes megfogalmaznunk a kizepek néhany nagyon egyszert tulajdonsagat. Ehhez vezessiik be a kovetkezs jelolést:
a, b valos szamok esetén jelolje min (a, b) és max (a,b) rendre a két szam koziil a kisebbet, illetve a nagyobbat.

2. Allitas. Legyenek a, b pozitiv valds szémok. Ha M(a,b) az a, b szamok szdmtani kézepe vagy mértani kizepe,
akkor a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) min (a,b) < M(a,b) < max (a,b) (kozépérték-tulajdonsdg),
(i1) M(a,b) = M(b,a) (szimmetria),
(#9i) M(Aa, \b) = AM (a, b), ahol A > 0 tetszdleges (pozitiv homogenitds).
Bizonyitas. A kozepek definicidja alapjan a szimmetria és a pozitiv homogenitas nyilvanvalo. A szimmetria miatt
feltehetd, hogy a > b, ekkor

b+b b
b= ; g“; g“;“:a, b= Vbb < Vab < \/aa = a,

vagyis teljesiil a kozépérték-tulajdonsag. [

3. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha (i)-ben valamelyik egyenl6tlenség egyenlséggel teljesiil, akkor sziikség-
képpen a = b (és igy mindkét egyenlStlenségben egyenlség all fenn), és megforditva, ha a = b, akkor mindkét helyen
egyenltség teljesiil. Erre a tulajdonségra szokés ugy hivatkozni, hogy M (a,b) diagondlis.

A fenti tulajdonsagok szinte nyilvanvaloak, mégis érdemes volt Sket kiilon kiemelni, mert mindegyiket lépten-
nyomon (sokszor kimondatlanul) hasznaljuk. Raadasul az (¢) tulajdonsag megindokolja a kdzép elnevezést. Masrészt
az altalanos esetben, kett6 helyett n szam szadmtani és mértani kdzepeit tekintve is érvényben maradnak, és példaul a
homogenitas alkalmazhaté a kozepek kozotti egyenlGtlenség igazolasaban.

Ezek utan ratériink a cikk cimében szerepls fogalom bevezetésére. Legyenek a, b pozitiv valés szamok és értelmezziik
az (an), (bn) sorozatokat a kovetkezs rekurzidval (lasd a [8] konyv 48. oldalan a 46. feladatot, illetve a [4] konyv
I. kétetének 61-62. oldalait):



(3) ap ‘= a by =
an + by,
(4) Gpt1 = — bnt1 =V apby.
Maés szoval a sorozatok (n + 1)-edik tagjai rendre az n-edik tagok szamtani, illetve mértani kozepe, azaz a1 =
A(an,byn), €8 buy1 = G(an,by).

4. allitas. Az (ay,) és (b,) sorozatok konvergensek és ugyanaz a hatdrértékik.

Bizonyitas. Az altaldnossig megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a > b, hiszen mind a szidmtani, mind pedig
a mértani kozép szimmetrikus, igy a és b felcserélésével a két sorozat nem véltozik meg. A szamtani és a mértani
kozép kozott fennalld egyenlStlenség alapjan b, < a, minden n > 0 esetén, igy a kozépérték-tulajdonsidg miatt
bn < bpt1 < ap €8 by < ant1 < an, tehat b, < bpy1 < ant1 < an. Vagyis az alabbi nagysagrendi relacioé irhato fel:

(5) b<b1 <b L. < Sy <. fap1 S an <. <ax <ag <a.

Ez azt jelenti, hogy (a,) monoton csdkkend, (b,) pedig monoton névs sorozat, tovabba mindketts korlatos. Ismert,
hogy ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens (lasd a [7] kényv 159-163., és a [8] konyv 36—41. oldalait),
igy mind (a,), mind pedig (b,) konvergens, hatarértékiik legyen rendre «, 8. Ekkor a (4) rekurziv definicié miatt a

hatarértékekre a = # és f = \/af teljesiil. Ez viszont (a diagonalitasbol kovetkezGen) azt jelenti, hogy o = S.

O

5. megjegyzés. A bizonyitast a kovetkezGképpen is befejezhettiik volna. A (b,) sorozat monoton novekedése
folytan
Qp, + bn an — bn

0<apii1—bpi1 <api1—bp=———-b, = ———,
S Gp+1 +1 S An+1 2 2

ahonnan indukcioval kapjuk, hogy
1
0<a,—b,<=—(a—0).

o
Az (an, — by,) sorozatot tehat kozrefogtuk két 0-hoz tarté sorozattal, ezért a rendérelvl] miatt az (an — by) sorozatnak
is 0-hoz kell tartania. Mivel (a,) és (by,) kiilon-kiilon konvergensek, ezért hatarértékiik sziikségképpen megegyezik.

A most bizonyitott allitas alapjan természetesen adodik a kovetkezs fogalom.

6. definicié. Adott a, b pozitiv szamok esetén a (3)—(4) rekurzioval definiélt (ay,), (by,) sorozatok kozos hatarértékét
az a és b szamok szdmtani-mértani kizepének nevezziik és a tovabbiakban AG(a,b)-vel jeloljik. Ezenkivill az (a,),
(by,) sorozatokra a szamtani-mértani kozepet definialo sorozatokként hivatkozunk, illetve hasznaljuk a szamtani-mértani
kozép rekurzidja (vagy iterdcidja) elnevezést is.

Konnyen lathato, hogy a szamtani és a mértani kdzép tulajdonsagai 6roklddnek a szamtani-mértani koézépre.

7. allitas. Legyenek a, b pozitiv valos szamok. Ekkor az aldbbiak teljesilnek:
(7) min (a,b) < G(a,b) < AG(a,b) < A(a,b) < max (a,b),
(11) AG(a,b) = AG(b,a) (szimmetria),
(7i1) AG(Aa, Ab) = NAG(a,b), ahol A > 0 tetszdleges (pozitiv homogenitds),

(iv) AG(a,b) = AG(ag,b) minden k > 0 esetén, ahol (ay,) és (by,) az a, b szdmok szdmtani-mértani kézepét definidlo
sorozatok (invariancia).

Bizonyitas. A szamtani-mértani kozép szimmetridja kovetkezik a szamtani és a mértani k6zép szimmetriajabol,
hiszen a és b felcserélésével az (ay,), (by,) sorozatok nem valtoznak meg. Hasonléan, a szamtani-mértani kozép pozitiv
homogenitasa a szamtani és a mértani kozép pozitiv homogenitasanak kovetkezménye: Aa és Ab szdmtani-mértani
kozepét definialé sorozatok éppen (Aay,) és (Aby), amelyek kozos hatarértéke A-szorosa az (ay,), (bn) sorozatok kozos
hatarértékének. Ezenkiviil az (5) egyenl6tlenséglancolat alapjan az (i) ,er6s” kozépérték-tulajdonsag is nyilvanvaloan
teljesiil, hiszen a3 = A(a,b) és by = G(a,b). Végiil gondoljuk meg, hogy rogzitett k > 0 esetén az ay, by szamok
szamtani-mértani kozepét definialo sorozatok éppen az (a,,), (b,) sorozatok ,eltoltjai”, vagyis az els6 k tag elhagyasaval
keletkez6 sorozatok. A tagok elhagyasa a hatarértéket nem befolyasolja, ezért AG(a,b) = AG(ay,b). O

LA rendérelv (vagy csendGrelv) szerint, ha (zr), (yn), (2n) olyan szamsorozatok, amelyekre z,, < yn < zp, tovabba x, — z & 2z, — ,
akkor sziikségképpen y, — x. Tréfasan fogalmazva, ha x, és z, két ,rend6r” és y, a ,letartoztatott”, akkor y, kénytelen ,oda tartani”,
ahova a két ,renddr” tart. Lasd a [7] konyv 143-145. oldalait és a [8] konyv 31. oldalan a 10. feladatot.



8. megjegyzés. A (iv) tulajdonsig a k = 1 specialis esetben azt jelenti, hogy

AG(a,b) = AG(A(a,b), G(a, b)) = AG (a ;r b \/%) ,

azaz két szam szamtani és mértani kozepének szamtani-mértani kdzepe megegyezik a két szam szamtani-mértani
kozepével. Mas szoval a szamtani-mértani kozép invarians a (3)—(4) rekurziobeli (a,,), (b,) sorozatokra nézve. Ez az
invariancia-tulajdonsag a késGbbiekben fontos szerepet fog jatszani.

1. feladat. Mutassuk meg, hogy a szdmtani-mértani kozép diagonélis, s6t, ha az (i) egyenl6tlenséglancolatban
valahol egyenlGség teljesiil, akkor mindenhol egyenlGség &ll fenn.

A (3)-(4) rekurzio (vagy iteracio) kapcsan érdemes egy, az alkalmazésok szempontjabol igen lényeges tulajdonségra
kitérniink. Mivel egyel6re nincs explicit formulank két szam szamtani-mértani kézepére (és hogyha lesz is, ki tudja,
hogy azzal vajon kénnyen tudunk-e majd szamolni), ezért ha kivancsiak vagyunk két konkrét szam szamtani-mértani
kozepére, akkor nem tehetiink mast, mint az iterdcioban néhany lépést kiszamolunk. Ekkor varhatéan egy jo kozelitést
kapunk a szamtani-mértani kozépre. Kérdés, hogy hany lépést végezziink el (természetesen minél kevesebbet szeret-
nénk), ha adott tizedesjegynyi pontossagot szeretnénk. Mas széval milyen ,gyorsan” fog konvergalni a két sorozat?
E kérdés megvalaszolasdhoz vegyiik észre, hogy (2) miatt

an + by,

(Van = Vo),

An41 — anrl - - anbn -

N~

ezért
ap41 — bn—i—l _ 1

(an =ba)*  2(v/a + VE)"

A fenti egyenlSség jobb oldalan allo kifejezés konvergens, ezért ,elég nagy n-re kozel lesz egy konstanshoz” (méghozza

m—hez). Azt mondhatjuk tehat, hogy az (a, — b,) nullsorozat (n + 1)-edik tagja az n-edik tag négyzetének

(nemnulla) konstansszorosaval feliilr6l becsiilhetd. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (a,, —b,,) sorozat mdsodrendben (vagy
négyzetesen) konvergal 0-hoz. Durvan fogalmazva, minden lépés soran megduplazodik a pontos tizedesjegyek szama
(an — by)-ben. Ez a négyzetes konvergenciasebesség valojaban azt is jelenti, hogy a (3)—(4) iteracio egy rendkiviil
gyors és hatékony eljaras a szdmtani-mértani kdzép konkrét numerikus kiszamitasara, és ennek a késgbbi alkalmazasok
szempontjabol nagy jelent&sége van.

A (3)—(4) rekurzio el6szor Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) olasz szarmazasu francia matematikus egy 1785-ben
megjelent cikkében szerepelt. A kozos hatarérték létezését felhasznalva algoritmust dolgozott ki ugynevezett ellipti-
kus integralok kozelit6 kiszamitasara. Lagrange-tol fiiggetlenill Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 1791-ben, 14 éves
koraban ,ujrafelfedezte” a rekurziot. Téle szarmazik a szamtani-mértani k6zép elnevezés, és 6 volt az, aki kés6bbi vizs-
galodasai folyaman észrevette a szamtani-mértani kézép viszonylag egyszerd fogalma mdogott rejlé mély matematikai
osszefiiggéseket, amelyek fontos szerepet toltottek be az elliptikus integralok és fliggvények elméletének kialakulasaban.
A kovetkezSkben roviden bemutatjuk a szamtani-mértani kozéphez vezets ut f6bb allomasait, majd vazoljuk Gauss
eredményeit, és ezzel egyuttal rovid betekintést nyajtunk az elliptikus integralok elméletébe és annak torténetébe.

A Bernoulli-féle lemniszkata

A torténet a 17. szazad végeéig nyulik vissza, amikor Isaac Newton (1642-1727) és Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) egymastol fliggetleniil (és egymastol eltérs szemlélettel) megalapoztak és kidolgoztdk a differencial- és
integralszamités elemeit. Az Gj matematikai eszkozoket a kor tuddsai tobbek kozott a mechanikibol szdrmazod geo-
metriai jellegd probléméak megoldasara probaltak alkalmazni. Altalaban olyan gorbék meghatarozasa volt a feladat,
amelyeket egy adott ,részecske” bizonyos kényszerersk hatasara leir. Talan az egyik legismertebb a Johann Bernoulli
(1667—1748) svajci matematikus altal felvetett brachisztochron probléma: hatarozzuk meg azt a gorbét, amely mentén
(surlodasmentes esetet feltételezve) egy golyo az allando nehézségi erd hatasara a leggyorsabban legurul. Johann és
testvére, Jakob Bernoulli (1654-1705) rengeteg hasonlo kérdést vetett fel és tanulmanyozott. Az isochrona paracentrica
probléma a kovetkezs volt: melyik az a gorbe, amely mentén legurulé test egyenls id6kozok alatt egyenld utakat tesz
meg. E probléma vizsgalata soran jutott el Jakob 1694-ben az alabbi egyenlethez:

(6) (2% +y?)" = 2% (2 — ).

Jakob a gorbét egy ,elforditott nyolcashoz” hasonlitotta és lemniscusnak nevezte el, amely gorogiil szalagot jelent.
A fenti egyenlettel meghatarozott gorbét, amelyet (Bernoulli-féle) lemniszkdtdnak szokas hivni az 1. dbra szemlélteti.

2. feladat. Irjuk fel a lemniszkata polarkoordinatas egyenletét, azaz végezziik el az x = rcosp, y = rsing
helyettesitést, ahol r > 0, 0 < ¢ < 27, majd ellendrizziik az 1. dbrdn a gorbe alakjanak helyességét.



Valéjaban ez a gorbe méar néhany évvel kordbban ismert volt. Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) olasz
matematikus és csillagédsz a Nap és a Fold egymashoz viszonyitott mozgasdnak tanulmanyozasa soran 1680-ban a
késobb rola elnevezett Cassini-féle ovalisokat vizsgalta. Ugy gondolta, hogy a Nap a Fold koriil egy olyan ovalis palyan
kering, amelynek két, egymastol 2a tavolsagra lévs fokuszpontja van (az egyikben éppen a Fold helyezkedik el) és a
palya mentén 1évs pontok két fokuszponttol mért tavolsagainak szorzata allando (b2).

3. feladat. Mutassuk meg, hogy az a = b specidlis esetben a Cassini-féle ovilis éppen a Bernoulli-féle lemnisz-
kata. Mas szoval, azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek az egyméastol 2a tavolsagra 1évés (—a,0) és (a,0)
fokuszpontoktol mért tavolsagainak szorzata a?, a (6) egyenlettel leirt lemniszkata.

Jegyezziikk meg, hogy ha a két fokuszponttol mért tavolsagok szorzata helyett a tavolsagok Osszegét koveteljiik
meg allandoénak, akkor egy ellipszist kapunk (amelynek fogalmat Menaikhmosz gorog matematikus mar i.e. 350 koriil

bevezette).

—a a

1. dbra

Térjiink most vissza az emlitett mechanikai-geometriai jellegi feladatokhoz. Az alkalmazasok miatt e problémak
tanulmanyozasa nemcsak a testek mozgasat leird gorbék egyenletének felirdsat jelentette, hanem ezen tilmenGen
fontos kérdés volt a gorbék tulajdonsagainak vizsgalata is, tobbek kozott az ivhosszuk meghatarozasa. A lemniszkata
ivhosszara Jakob Bernoullinak sikeriilt egy formulat felirnia. Az egyszeriiség kedvéért a (6) egyenletben valasszuk az

1
-nek, ekkor a lemniszkita pozitiv siknegyedbe esé darabjanak hossza?:

a paraméter értékét —
V2
) /1 dt

0o V1—tt '
A fenti integralt elsdfaji teljes elliptikus integralnak hivjuk (a teljesség az integralas hataraira utal). Altalaban elsdfajii

elliptikus integralnak az

g dt
® Fle) = /0 VA P21 £ 0

alaka fliggvényeket nevezziik, ahol p,q pozitiv szamok (és a + elGjelek barmely péarositdsa valaszthato). Az ilyen
tipusu fliggvények inverzeit hivjuk elliptikus figguényeknek. Megjegyezziik, hogy a (7) integral nemcsak a korabban
emlitett isochrona paracentrica feladat kapcsan, hanem méar 1691-ben elSkeriilt Jakobnal az ugynevezett elasztikus
gorbe ivhosszanak tanulmanyozasa soran: milyen alakot vesz fel egy rugalmas rad, amelyre mindkét végén Gsszenyomd
er6 hat?

A lemniszkata torténetéhez mindenképpen meg kell emliteniink, hogy Johann Bernoullinak, testvérétdl fiiggetleniil,
ugyancsak sikeriilt felirnia a (6) egyenletet az isochrona paracentrica probléma megoldésa soran. Johann cikke azonban
egy honappal kés6bb jelent meg, mint Jakobé, ezzel els6bbségi vitat kivaltva az amigy is egymassal versengs fivérek
kozott.

A Bernoulli fivérek munkait kdvetGen Giulio Carlo Fagnano (1682-1766) olasz matematikus (aki egyébként késGbb
hercegi cimet is kapott) folytatta a lemniszkata ivhosszahoz (és a (7) alakt integralhoz) kot6ds kérdések tanulmé-
nyozasat. Fagnano f6 eredménye a lemniszkata ,ivének megkétszerezése” volt. Sikeriilt algebrai miiveletek segitségével
meghataroznia, hogy milyen hosszi a lemniszkatanak azon (origobol induld) hurja, amelyhez kétszer akkora lemiszka-
taiv tartozik, mint a ¢ hossziisagi hirhoz. Nevezetesen, ha

(9) UZLM,

1+t4
akkor az u hosszisaga hurhoz kétszer akkora iv tartozik, mint a ¢ hosszusagu hurhoz, lasd a 2. dbrdt. A (9) képlet
jelentGsége abban rejlik, hogy a jobb oldalan szerepl kifejezés ¢ ismeretében vonalzéval és korzével megszerkeszthetd,
igy a lemniszkata egy ivének megkétszerezése is elvégezhetd ezen eszk6zok segitségével.

2Mivel ebben és a kivetkez6 szakaszban csak a torténeti hattér ismertetésére téreksziink, ezért az elGkeriils formulakat bizonyitas nélkiil
kozoljiik, a részleteket illetGen lasd példaul az [3] cikket vagy a [4] konyv II. kotetének 144-147. és 184-185. oldalait.
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2. dbra

Ezt kovetGen Fagnanonak sikeriilt eljarast kidolgoznia lemniszkitaivek n egyenlS részre osztasara, ahol n = 2™
n = 3-2" vagy n = 5-2™ alakd lehet. Eredményeit elGszor egy kevéssé ismert folyoiratban kozolte 1714 és 1720 kozott.
Késobb, 1750-ben tjra megjelentette munkait és elkiildte azokat a Berlini Tudoményos Akadémianak, amelynek tagsa-
géra palyazott. Az Akadémia Leonhard Eulert (1707-1783) kérte fel Fagnano munkainak atnézésre. Euler (aki Johann
Bernoulli tanitvanya volt) a Bernoulli testvérek munkai nyoméan mar 1728-t6l kezd6dden foglalkozott az elasztikus
gorbével és altalaban rugalmassagtani problémakkal, tovabba az ellipszis ivhosszaval kapcsolatos kérdésekkel. E té-

1 1
makorok mindegyike az elliptikus integralok vizsgéalatdhoz vezettek. (Ha ugyanis a (8) integralban a —— kitevét —-re

cseréljiik, akkor a mdsodfaju elliptikus integralokat kapjuk, amelyek tobbek kozott az ellipszis ivhosszéhoz kapcsoldédo
problémékban fordulnak eld.)

Fagnano eredményei 1j lendiiletet adtak Euler korabbi vizsgilédasainak. A Fagnano-féle ,ivkétszerezés” mintajara,
azt lényegesen altalanositva tgynevezett addicios formulat dolgozott ki, elGszor (7), kés6bb pedig (8) alaku ellipti-
kus integrélokra, és mindezt 1761-ben publikalta. Ezutan tovabbi jelent&s eredményeket ért el és ezzel megtette az
els6 1épéseket az elliptikus integralok elméletének kidolgozasa felé. Ennek kapcsan Euler egy gyonyord formulédjat
mindenképpen érdemes megemliteniink:

/1 dt /1 T
o V1—t4 Jo V1-—t4 4’

A fenti szorzatban szerepld els integral, mint lattuk, a lemniszkata ivhossza, a masodik integral pedig az elasztikus
gorbével all szoros kapcsolatban.

Eredményeivel Euler megalapozta az elliptikus integralok elméletét, amelyet késébb Adrien-Marie Legendre (1752—
1833) dolgozott ki klasszikus formaban és 1826-ban kétkotetes monografidban jelentetett meg. Ezt kovetGen Niels
Henrik Abel (1802-1829) norvég és Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) porosz matematikusok (mindkettejiik men-
tora Legendre volt) teljesen 1j megvilagitasba helyezték az addigi elméletet. Ok az elliptikus integralok inverzeit
tanulmanyoztak és ezaltal bontakozott ki az elliptikus fliggvények modern elmélete. Munkaik jelent&ségét (és Legend-
re nagysagat) mutatja, hogy Legendre egy harmadik kotettel egészitette ki monografidjat, abban ismertetve Abel és
Jacobi eredmeényeit.

A torténethez hozzatartozik, hogy Fagnano akadémiai palyazatat Euler természetesen tamogatta, igy a Berlini
Tudomanyos Akadémia tagjava valasztotta. Jacobi 1751. december 23-at, amikor is Euler megkapta Fagnano munkait,
a ,matematika torténetének egyik rendkiviil fontos napjanak” nevezte.

Fagnano munkéssagat illetGen ajanljuk az [1] cikket, tovabba felhivjuk a figyelmet a [6] dolgozatra, amelyben a
lemniszkatanak és az elliptikus integraloknak a harmadrendi gorbékkel valé kapcsolatarol olvashatnak az érdeklgdsk.
A brachisztochron problémarol, valamint Lagrange, Euler és Gauss életérdl és munkassagarol tovabbi részleteket a
kivalo [5] miiben talalhat az Olvaso. Végiil érdemes megemliteni, hogy Giulio Fagnano fia, Giovanni Francesco Fagnano
(1715-1797) ugyancsak beirta a nevét a matematika torténetébe, ugyanis téle szarmazik a Fagnano-féle probléma:
hegyesszogi haromszogbe irhaté haromszogek koziil melyiknek lesz minimdlis a keriilete?

(10)
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