I. rész

1. Toni bdcsi a péceli sportpdlydn pogdcsdt és perecet drult. A pogdcsin 25%, a perecen 60% haszna volt. Egy
alkalommal ugyanannyi pogdcsdt adott el, mint perecet, igy 50% haszonra tett szert. Mdsnap viszont kétszer annyi
pogdcsdt adott el, mint perecet.

a) Hdny szdzalék volt ekkor a haszna? (8 pont)
b) Késébb Toni bdcsi kindlatdt bévitette gumicukorral és muffinnal. Endre a szurkoldshoz hdrom terméket vdsdrol.
Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha egyféle termékbdl tobbet is vehet? (4 pont)

Megoldas. a) Ha a pogécsakert g Ft-ot kapott, akkor ebbdl 0,25¢g Ft a haszna. A perecekért kapott r Ft-bol pedig
0,6r Ft a haszna. A szoveg alapjan tudjuk, hogy 0,25¢g 4+ 0,6 = 0,5(g + r), azaz

r = 2,bg.

Masnap: 0,25 - 2g 4+ 0,6r = x(2g + r), vagyis 0,59 + 1,59 = x(2g + 2,5¢g), amibdl

2
4,5

~ 0,4444.

xTr =

To6ni bacsi haszna kb. 44,44% volt ezen a napon.

7-1
b) Ismétléses kombinéciorol van szo, ezért az esetek szama: < 3 ) = 20.

2. Az U2CK3 bolygon egy honap 41 napbol dll. A helyiek szerint az dsszes nap alkalmas a hdrom nemes tevé-
kenység (repiilés, tanulds, f6zés) kozil legaldbb az egyikre. Mindhdrom nemes tevékenységre a honapban csak hdrom
nap alkalmas. A repiilésre alkalmas napok szama 19, a tanuldsra alkalmas napok szama 23, a fozésre alkalmas napok
szdma 19.

a) A honap azon napjainak szima, amelyek csak repiilésre és fozésre, amelyek csak repiilésre és tanuldsra, illetve
amelyek csak tanuldsra és fézésre alkalmasak, egy 2 hdnyadosi mértani sorozat hdrom egymdst kovetd elemei. Hany

olyan nap van a hénapban, amely csak eqy nemes tevékenységre alkalmas? (6 pont)
b) Ha a 41 nap kozil véletlenszerien kivilasztunk hdrmat, akkor mennyi a valdszinisége, hogy mindhdrom nap csak
fézésre alkalmas? (6 pont)

Megoldas. a) Készitsiink dbrdt a szoveg alapjan. A kévetkezs egyenletet irhatjuk fel:
41=19423+19—-Tx —2-3,

amibdl z = 2.

Nemes napok Repiilés
4 19

Fézés @ Tanulds

19 23

Mivel 41 —2 — 4 — 8 — 3 = 24, igy 24 nap alkalmas pontosan egy nemes tevékenységre.
b) A csak f6zésre alkalmas napok szama:
19-2-8—-3=6.

6 41
Kedvezs esetek szamas: (3) = 20, Osszes eset szama: ( 3 ) = 10660.

A keresett valosziniiség: p = ~ 0,001 876.

10660
3. a) Végezziik el a kivetkezd integrdldst:

1
/72 dx. (8 pont)

cos?x -sin” x

b) Hatdrozzuk meg
f@) = (2® +3)(2® + 22 - 1)

differencidlhdnyados fiigguvényét. (5 pont)



. ) 0
Megoldas. a) Tudjuk, hogy cos®z - sin® x # 0, azaz « # k - 5 ke Z.
1 sin? z + cos? sin? cos?
cos? z - sin” x cos?z - sin” x sin” z - cos? x cos? z - sin” x

1 1
:/ 5 d:lc—i—/ ——dr =
cos? x sin” x

=(tgzx+C1)+ (—ctgz + C2) =tga — ctgx + C,

ahol C1,Cs,C € R.
b)

f’(az):(x5+2x3—x2—|—3x3—|—6x—3)/:(:1:5—|—53:3—:1:2—|—63:—3)/:
= 52" + 152° — 2z + 6.

4. a) Abrazoljuk a kévetkezd hozzdrendeléssel megadott figguényt:

—z% + 4, ha x>0,
flz) = 2_5 (8 pont)
I;UT_:EZO, ha .’I]<OéS(E7A4
b) Legyen k egy valds szdm. Hdny zérushelye van a g(z) = f(x) — k figgvénynek? (6 pont)

Megoldas. a) Az értelmezési tartomany: z € R\{—4}.
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Végezziik el a kovetkez6 atalakitasokat:

#? =5z z(x—5)
22 —2-20 (z—5)(x+4)

x+4—47:1:—|—4 4 B
r+4  x+4 x+4

1
=—4. 1.
3:+4+

Most mar megrajzolhaté a fliggvény grafikonja.
b) Az f(z) = k egyenlet megoldasainak szama adja a g(z) zérushelyeinek szamat.
Ha k£ > 4, akkor egy zérushely van.
Ha 1 < k < 4, akkor két zérushely van.
Ha 0 < k <1, akkor egy zérushely van.
Ha k£ < 0, akkor két zérushely van.

II. rész



5. Egy épitémérnik feladata eqy szokdkut tervezése és épittetése. A telket nyugatrél egy fal, délrél egy sovény
hatdrolja, a fal és a sovény egymdsra merdlegesen helyezkednek el. A telken dll eqy szilvafa a faltol és a sovénytdl
egyardnt 7 m-re, eqy cseresznyefa a faltol 5, a sévénytdl 3 m-re, és eqy szobor a faltol 18 és a sovénytél 9 m-re.
A szokdkutat gy kell elhelyeznie, hogy a faktol egyenld tdvolsdgra legyen, és a szokdkut kétszer olyan messze legyen a
szobortdl, mint a cseresznyefatol.

a) Milyen messze épiil a szokdkit a szobortdl? (11 pont)

b) A szokdkut épitéséhez tartozo foldmunka elvégzésével Ede 10, Béla 12 dra alatt végezne. Béla reggel 7 drakor
hozzdfog a munkdhoz, egy ora mulva csatlakozik hozzd Ede, egy alkalommal fél ora sziinetet tartanaek, majd egyiitt
dolgoznak a munka befejezéséig. Hiny orakor végeznek? (5 pont)

Megoldas. a) A fal vonala legyen a koordinatarendszerben az y tengely, a s6vény vonala pedig az x tengely.
A szokokut koordinatai: K(z;y), a szilvafaé: S(7;7), a cseresznyefaé: C(5;3), a szoboré: B(18;9). A szokskut
tavolsaga a cseresznyefatol legyen ¢, azaz

(1) (z =57+ (y—3)7% =12

Mivel a szokskut tavolsaga a két fatol egyenls, ezért a kut a CS szakasz felez6mer6legesén kell, hogy legyen.
A felezépont koordinatai: F(6;5), az F.S(1;2) vektor pedig a keresett egyenes normalvektora lesz. Ezek alapjan a
felez6merdleges egyenlete:

(2) x + 2y = 16.
Mivel a szokskut tavolsidga a szobortdl kétszer akkora, mint a cseresznyefatol, ezért
(3) (x—18)° + (y — 9)° = (2t)*.

Az (1), (2) és (3) egyenletekbol allo egyenletrendszerbél kaphatjuk a 3y* — 38y +87 = 0 egyenletet. Az egyenletrendszer
megoldasai:
10029
3 ) Y1 = 3 )
ekkor a szokskut a telken kiviilre esik.
To = 10, Yo = 3, t2 = 5.

Vagyis a szokskit a szobortél 10 m tavolsigra épiilhet.
b) Jeloljiik z-szel a kozos munkaidst. Felirhato a kovetkezs egyenlet:

1 1 1
— —+—= ) -x=1 ibol =5.
12+<12+10> x , amibél =25
Vagyis a munka megkezdése utan eltelik 1 éra, amig Béla egyediil dolgozik, majd 5,5 éra telik el a munka befejezéséig,
melyben benne van a féloras pihend is.

Azaz 13 6ra 30 perckor végeznek a munkaval.

6. Egy szdmtani sorozatban az elsd és a negyedik tag reciprokdnaek dsszege 5,5. A sorozat elsd, mdsodik és hatodik
tagja egy mértani sorozat hdrom egymdst kovetd tagja. Adjuk meg a szdmiani sorozat elsd tagjdat és a differencidjdt.
(16 pont)

Megoldas. Mivel a szdmtani sorozat els§, méasodik és hatodik tagja egy mértani sorozat harom egymaéast kovets
tagja, ezért a(a + 5d) = (a + d)2. A sz6veg alapjan a kovetkezs egyenletet is felirhatjuk:

+ ! =

a a+3d

5,5.

A két egyenlet rendezésével kapjuk:

d(3a — d) =0,
5,5a% + 16,5ad — 3d — 2a = 0.

Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy d = 0 vagy d = 3a

I eset: Ha d = 0, akkor 5,5 — 2a = 0, azaz a(5,5a — 2) = 0. Vagyis: a = 0 vagy a = % Az a = 0 nem lehet. Az
4
11

II. eset: Ha d = 3a, akkor 5a* — a = 0, azaz a(5a — 1) = 0. Vagyis: a = 0 vagy a = é Az a = 0 nem lehet. Az
1

3
a= = d= 3 megoldésa a feladatnak.

a= d = 0 megoldasa a feladatnak.



7. Két dobokockat feldobunk. Legyen X a két dobott szam kilonbségének abszolutértéke.

a) Mekkora a valdszinisége annak, hogy X négyzetszam? (6 pont)
b) Abrdzoljuk az X valdszinidiségi viltozo eloszldsdt. (5 pont)
¢) Hatdrozzuk meg X vdrhaté értékét. (5 pont)

Megoldas. a) A tdbldzatban latjuk a lehetséges eseteket. Kedvezs esetek szama: 20. Osszes eset szdma;: 36.

L [r[2]3]4]5][6]
110|123 |4]|5
2]11]0]1]2]3 |4
312(1|01|2]|3
4321012
5 4](3]2]1]0]1
65413210
A keresett valosziniiség:
20 5
P=3 "9
X 0 1 2 3 4 5
b) gyakorisdg | 6 | 10 | 8 6 4 2
RN ERENE

Az X valoszintségi valtozo eloszlasat a tablazat értékei alapjan abrazolhatjuk:

0,4

0,2

LARITE

6 10 8 6 4 2 70 35
EX)=0 — 41 — 42 — 43— 44— +5 — = — =
(X)=0- g5+l g 42 55 +3 55+ 55 +9 55 =36~ 1

¢) Az X varhato értéke:

8. Az ABC hdromszdg oldalainak hossza: a =13 cm, b= 14 c¢cm, ¢ = 15 cm.

a) Hatdrozzuk meg a hdromszég A csicsdbdl induld s, silyvonaldnak és a c oldalhoz tartozé f. szogfelezdjének
hosszdt. (8 pont)

b) Hatdrozzuk meg a hdromszdg beirt és koré irt kérének sugardt. (8 pont)

Megoldas. a) Az ABC haromszogben a koszinusztétel:
152 =132 4142 —=2-13 - 14 - cos .

Innen kapjuk, hogy

cosy = azaz 7 ~ 67,38°.

k3
13’
Legyen a BC oldal felezGpontja F'. Alkalmazzuk a koszinusztételt az AFC haromszogre:

5
$2 =652 +142-2-6,5-14- = 168,25.

Vagyis s, = /168,25 ~ 12,97.
A C-bdl induld szogfelezs a szemkozti oldalt a D pontban metszi. A szégfelez6 a szemkoztes oldalt a kozrefogo
oldalak aranyaban osztja, ebbdl kiszamitjuk a BD szakasz hosszét:

BD 13 65
5_Bp 1 M BD=-.



33
A B cstcsnél 1év6 szog koszinuszat kiszamitjuk koszinusztétellel: cos 8 = 65"
A BCD haromszogben alkalmazzuk a koszinusztételt:

65\ 65 33 10192
2 _ 132 =) —9.13. 2.2 77
fe 79 9 65 81
ahonnan f, ~ 11,22.

A héaromszog s, sulyvonala kb. 12,97 cm, az f. szogfelezGje kb. 11,22 cm.
b) Kiszamitjuk a haromszog teriiletét (pl. Heron-képlettel):

t=1+/s(s—a)(s—b)(s—c)=V21-8-7-6=84.

t 84
A beirt kor sugara: p = - = o1 = 4. A koré irt kor sugara:
s
abc 13-14-15 65
W ast s o

A beirt kor sugara 4 cm, a koré irt sugara 8,125 cm.

9. Egy hirtrapéz alapi egyenes hasdb alaki edényben viz van. A trapéz pdrhuzamos oldalai 4 cm és 10 cm, szdrai
5 cm, a test magassdga 11,2 cm hosszu. Ha a testet a trapéz alaki alaplapjdrdl a legnagyobbd teriletd oldallapjdra

forditjuk, akkor az edényben levd viz magassdga a harmaddra valtozik. Hatdrozzuk meg az edényben levd viz térfogatdt.
(16 pont)

Megoldas. Az adatok alapjan: AK = 3, a trapéz magassiga: DK = 4. Ha a test a trapéz alaka alaplapjan all,

akkor a benne 1év§ viz térfogata:

10+4
V= R

4-m = 28m,

ahol m a viz magassaga.
A test legnagyobb teriiletii oldallapja a 10-szer 11,2-es téglalap. A KDAA ~ TEAN, ezért

z % azZa
- = — Zaz T = —.
3 4 4
D
FE
4 cm
‘m
3
A » T K

Ha a test a 10-szer 11,2-es téglalap alaku oldallapjan all, akkor a benne 1év§ viz térfogata igy irhato fel:

1% 11,2, vagyis 11,2 = 28m.

L 10+10-2-2
- 2 3

10+10-2-7 m
2 3
Ebbél kapjuk, hogy 11,2m? — 112m = 0, amibsl m = 0 vagy m = 10.

Az m = 0 esetén az edényben nincs viz.
Az m = 10 esetén 280 cm® viz van az edényben.



