Furfangos feladvanyok, logikai fejtorék megalkotdsdhoz meglepGen kevés matematikai elGismeret is elégséges. Ennek
a gondolatnak a szellemében fogtam neki egy sajat Otletbdl sziiletett, egyszemélyes jaték vizsgalatanak. Azonban a
kezdetben par percesnek igérkezd probléma egyre szovevényesebb utakra inditott, az eldgazasok gyakran nem vart
eredményekkel szolgaltak.

A klasszikus probléma néhany valtozataval egyiitt a KoMaL 2008. decemberi szamaban keriilt ismertetésre, am
a kozolt cikkben felvetett kérdések maradéktalan megvalaszolasat (részben terjedelmi okok miatt) mellGztem. Az
elvarratlan szalak koziil a kdvetkezd feladatot kiemelve szeretném felvenni a ,torténet fonalat”

Feladat. Az el6ttiink allé asztalon k db (k > 2), egytdl k-ig sorszamozott, kezdetben iires doboz talalhato. A do-
bozok koziil néhanyban (akar valamennyi dobozban) Gsszesen k db, teljesen azonos golyot helyezhetiink el, tetszGleges
modon.

Ellenfeliink a jatékban egy varéazslo, palcdjanak egyetlen suhintdsara az Osszes, nem iires dobozban 1évé golyo
egyszerre kiemelkedik a dobozabdl, és az eredetileg s sorszami, g golyét tartalmazoé doboz Gsszes golydja a g sorszami
dobozba lebeg at (az s = ¢ specialis esetben tehat a golyok nem valtanak dobozt; az ilyen tulajdonsédgu dobozokat a
tovabbiakban ,rendesnek” nevezziik).

A golyok vandorlasanak végeztével a varazslo megtekinti a dobozokat; amennyiben suhintasat kdvetGen a dobozok
mindegyike iiressé vagy rendessé valt, befejezi a jatékot. Ellenkezs esetben palcajaval ismételten suhint, elvégezve az
elébb ismertetett varazslatot. Mindezt ismétli mindaddig, mig ténykedése kdvetkezményeként az asztalon 1évé dobozok
mindegyike {iressé vagy rendessé nem valik. Megfelels golyoelrendezés megvalasztasaval legfeljebb hany 1épés (suhintés)
elvégzésére kotelezhetjiik a varazslot?

A korabban kozolt eredményekre tamaszkodva rendelkezésiinkre all k (# 2) golyonak olyan elhelyezése, mely a
varazslot [log 2k] lépésre kényszeriti, nevezetesen: k = 2™ +r (0 < r < 2™) esetén a

20 (i =0,1,...,m—2) és a 2™ ! +r sorszamu dobozokba a sorszammal megegyezd szamu golyot helyezve, a kozolt
eljaras m lépéses.

Ezzel egyiitt, szintén korabban kézolt megfontolasaink eredményeként igazolést nyert, hogy a lépésszam maximuma
k goly6 esetén az imeént kozoltnél legfeljebb eggyel lehet tobb (kettGhatvany k esetén ez utdbbi becslés éles, ezért a
tovabbiakban vizsgalodasunk targyat a nem kettShatvany értékek képezik). Jelen cikkben a lépésszam maximumanak
pontos értékét probaljuk meghatarozni k fiiggvényében, az altalanossag megszoritésa nélkiil.

Egy otlet. ..

Imént ismertetett megoldasunk azt a gyanut keltheti az olvaséban, hogy a konstrukci6 készitésénél talan nem
voltunk eléggé ,merészek”. A fent bemutatott elrendezés készitésével analég modon ugyanis megprobalhatnank vissza-
vezetni esetiinket az el6bbi, 2™~ golyét tartalmazo példa helyett akar 2™ golyot tartalmazoé elrendezésre is; ekkor,
ha a jaték az utébb emlitettel azonos médon menne végbe, az eljaras lépésszama eggyel novekedne, ezzel elérnénk a
kivant értéket.

Az el6bb ismertetett konstrukciot masolva tehat otletiink & = 2™ +r, (0 < r < 2™) goly6 elhelyezésére a kovetkezd:
i=0,1,...,m — 1 esetén helyezziink a 2° sorszamu dobozba 2° db goly6t. A 2™ sorszami dobozba ,Jancinditonak”
egyetlen golyot tegyiink (nyilvanvalo, hogy a megadott sorszamt doboz helyett tulajdonképpen tetsz6leges, korabban
nem hasznalt doboz felhasznéalhato lenne erre a célra, egyetlen kivételével, amelyben a megmaradt golyokat szeretnénk
tarolni), a megmaradt r golyot pedig helyezziik az r sorszamu dobozba. Elkészitett elrendezésiinktdl tehat azt varjuk,
hogy a végallapot eléréséhez

m + 1 1épést kelljen megtenni.

Analogiank egyetlen sebezhet pontja a megmarado6 golyok elhelyezése. Elképzelésiink szerint az ismertetett meg-
oldasokban ezek a golyok a szdmukkal megegyezd sorszamu dobozt rendessé alakitjék, és a jaték folyamén onnan nem
mozdulnak. Ennek azonban sziikséges (és elégséges) feltétele mindkét konstrukcioban, hogy a maradék elhelyezésénél
a 271 4 1 illetve jelen esetben az r sorszamu dobozok még iiresek legyenek, azaz, a fentiekben golyokkal megtoltott
m + 1, illetve m + 2 doboz paronként kiilonb6z6 legyen. Mig az elsd esetben ez a feltétel nyilvanvaloan teljesiil (a
golyok szamanak tobb mint a felét maradékként hasznaltuk fel), ,megerdsitett” konstrukcionkban ez a feltétel meg-
sériil, amennyiben r értéke 2-hatvany; ilyen esetekben tehat az ,6vatos’ konstrukcié otletét nem tudjuk szoérol szoéra
atiiltetni.

Habar az elébbiek értelmében nem sikeriilt altalanos k esetén elérni a kivant [log, k] + 1-es 1épésszamot, konstruk-
cionkkal jelent6s részeredményt értiink el:

Eredmény: Ha k = 2" 4r, ahol 1 <r < 2™ —1ésr # 2% tetszbleges 0 < o < m —1 esetén, a lépésszam lehetséges
maximuma [logy k] +1=m+ 1.

Feltaratlan eseteinkben tehat k két kiillonbozs 2-hatvany Osszegeként &all els, azaz feltételezhets, hogy k = 2™ + 2¢
(0 < a<m—1). Az el6bbiekben ismertetett konstrukcionkat jelen Osszefiiggés miatt nem tudjuk felhasznalni, 4m az
ott bemutatott elrendezést minimaAlis valtoztatassal a hatrahagyott esetek ,,donts tobbségéhez” hozza tudjuk idomitani.
Valtoztatasunk lényege mindossze az az alapvetd Otlet, hogy a kordbban problémat jelentd ,maradék” golyokat egynél
tobb dobozban proébaljuk eltarolni, alkalmas dobozvalasztassal.



Mindehhez tételezziik fel a fent ismertetett, k értékére vonatkozo Osszefiiggéseink mellett, hogy o > 3 (azaz,
2™ > 2% > 8 igy k > 24). Ebben az esetben (és csak ebben az esetben) 2¢ felbonthatoé két pozitiv egész szam
Osszegére, amelyek egyike sem 2-hatvany. Megoldasunkban ezt az alabbi moédon hasznélhatjuk ki: helyezziink el 2™
golyot korabbi konstrukcionkhoz hasonloan, valamint a 227 — 1 és 2271 4 1 sorszamt dobozokba a sorszamukkal
egyez6 szami golyot tegyiink. Mivel ov — 1 > 2, azért 2971 — 1 és 2971 4+ 1 egynél nagyobb paratlan szamok, tehat nem
lehetnek 2-hatvanyok. Ekkor az

a > 3 feltételt felhasznélva, a ;maradék” golydkat két, nem 2-hatvany sorszami dobozba raktuk szét, melyek igy az
eljaras valamennyi 1épése utan ,rendesek” maradnak; konnyen ellenérizhets, hogy a jatékos ez esetben elvarasainknak
megfelelGen m + 1 1épést megtéve jut el a végallapotba, igy becslésiinkre jelen esetben is sikeriilt élességet igazolo
konstrukciét adnunk. Ellenben, ha o értéke 3-nél kisebb, ismertetett modszeriinkkel nem érhetiink célba, hiszen nyil-
vanvalo, hogy 2%-t tetsz6legesen bontva fel pozitiv egészek Osszegére, a tagok kozott legalabb egy 2-hatvéany talalhato,
ami elrontja a fent ismertetett elrendezést; jelen megoldasunk tehat erdsen tdmaszkodik az o > 3 feltételre.

Megvizsgalt k értékeink esetén altaldnosan sikeriilt igazolnunk, hogy megfelel konstrukcié készitésével a varazslo
[log, k] + 1 lépést tesz meg a jaték befejezéséig, és az elért eredmények tiikrében azt sejtjiik, hogy ez a még feltaratlan
k értékek esetén sem lesz masképpen. Tovabb erdsiti elképzelésiinket annak illdzidja, hogy tulajdonképpen ,mar a
célegyenesben” vagyunk; talpon maradt eseteink — habar végtelen sok van beléliik — rendkiviil specialisak, az o értékétsl
fligg6en harom osztalyba sorolhatéak:

(1) k=2"+1, 1<m;
(i) kE=2m+42, 2<m;
(i) k=2"144, 3<m.

Sejtésiink igazolasdhoz lassunk neki felsorolt osztalyaink vizsgalatanak. Els6ként ellendrizziik allitasunk igazat az
osztalyok legkisebb képviseldire.

6. feladat. Készitsiink megfeleld lépésszdmi konstrukciokat k = 3,6,12 esetekben a lépésszam-korldt élességének
tgazoldsdra.

Feladatunk tehat fenti esetekben olyan elrendezések megadasa, amelyeket kezdGallapotnak valasztva a jaték lépés-
szama rendre 2, 3, illetve 4. Az alabbiakban ezek mindegyikére egy-egy lehetséges konstrukciot mutatunk (felsorolva
a sorszam szerint novekvs sorba rendezett dobozokban 1évs golyok szamat):

(2)
(1)
(4i7)

Ezzel allitdsunkat az osztalyok legkisebb képviselSire igazoltuk.

Szemléletiink a korabbiakhoz hasonléan azt sugallja, hogy k értékeinek a fenti osztalyozasa olyan csoportokba
sorolta a megmaradt k-kat, mely csoportokon beliil a lépésszam k fiiggvényeként, egységesen megadhato; ennek értel-
mében az osztalyok vizsgalt elemei tantként szolgalnak a keresett [log, k] + 1 1épésszam elérhetGségére. A tényleges
bizonyitashoz természetesen sziikséges lenne az osztalyozas emlitett tulajdonsaganak igazolasa, vagy ezt megkeriilen-
dé, a korabban emlitett teljes indukciés gondolatmenet ellenérzése. Jelen cikkben azonban szeretnénk megkimélni az
olvasot felsorolt bizonyitasi Otleteink elemzésétsl és a megoldasi kisérletek soran felléps nehézségek bemutatasatol.
Ennek legf6bb oka, hogy a keresett bizonyitasok egyszertien nem léteznek.
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,EFekete baranyok”

Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy eddigi elképzeléseinkkel és elvarasainkkal ellentétben, hatrahagyott eseteink valo-
ban rendhagyo6ak; amennyiben fent megadott osztalyaink barmelyikének nem legkisebb elemét valasztjuk k értékének,
nem létezik olyan elrendezés, amelyet kezdGallapotnak valasztva a varazslo [log, k| + 1 lépést kényszeriil megtenni a
jaték befejezéséig.

1. allitas. Ha k =2™ + 2% (0 < a < 2) és k # 3,6,12, akkor a lépések szimdnak mazimuma [logs k].

Bizonyitasunkat néhany lemma igazolasaval kezdjiik.

3. lemma. Ha k golyo és doboz esetén adott elrendezésnél az eljdrds lépésszama n, akkor megadhatoak olyan
do,d1,...,d, dobozok, amelyekre az eljdrds i-edik lépésében a d;—1 doboz golydi a d; dobozba vindorolnak (1 < i <n).

Bizonyitas. Nevezzik a bizonyitasban a d doboz s-edik lépésre vonatkozo Gsképeinek azokat a dobozokat (ha
vannak), amelyekbdl az s-edik lépésben d-be golyok érkeztek. Tekintsiik az eljaras végallapotat; itt talalhaté olyan
doboz, amelybe az n-edik lépésben golyo érkezett (ellenkezs esetben az eljaras legalabb 1 lépéssel rovidebb lenne),
legyen ez d,,. Ekkor tehat d,-nek az n-edik lépésre vonatkozo &sképe legalabb egy elemi, legyen ennek egyik eleme
dp—1. Vizsgaljuk meg ekkor d,,_1-nek az (n — 1)-edik lépésre vonatkozo Gsképét. Ez az Gskép szintén legalabb egy



elemii, ellenkez6 esetben nem érkezett golyd d,,—1-be az (n — 1)-edik lépésben, aminek kovetkezmeényeként az {iressé
vagy ,rendessé” valt, igy d,,-be nem adhatott golyét. Legyen ekkor a vizsgélt 6skép egy eleme d,,—2; gondolatmenetiinket
az imént ismertetett mddon iterdlva definidlhatunk egy lemmank feltételének megfelels d; sorozatot.

3. megjegyzés. Kozolt bizonyitdsunk énmagdban nem zdrja ki annak lehetdségét, hogy tetszdleges dg,d, . . ., d, so-
rozatban szerepld (nem szomszédos) dobozok azonosak legyenek, azaz, a lépések sordn valamely dobozba ,wisszatérjink”.
Erre vonatkozoan a kévetkezd lemmabol nyerhetink érdemi eredményt.

4. lemma. Tetszdleges do, dy, . .. ,d, sorozatra jeloljik a d; dobozban az i-edik lépés utdn lévd golydk szamdt ||d;]|-
vel. Ekkori=1,...,n—1 esetén ||d;|]| > 2 - ||di-1]|

Bizonyitas. Mivel d; dobozok d,, kivételével az i-edik lépés utan nem ,rendesek” (ez esetben ugyanis az (i+ 1)-edik
lépésben nem érkezhetne golyo d;-bol d;11-be), és az i-edik lépésben a d; dobozba legalabb egy dobozbol, dobozonként
ldi—1]| goly6 érkezik, igy — az elsé lemmaéval 6sszevetve — a lépést kovetGen valoban ||d;|| > 2 - ||di—1]|-

4. megjegyzés. A fentiekben elmondottakat kiegészitve 1j bizonyitdst kapunk kordbbi lépésszdm-becslésiinkre: tet-
szoleges do, dy, .. ., d, sorozatot véve, ||do| > 1, igy k > ||dp_1|| > 2", tehdt n < [logy k] + 1.

Bizonyitandé allitdsunk tehat a kovetkezs: k = 2™ +1 (m > 2), k=2"+2 (m >3)ésk=2"+4 (m > 4)
esetekben nem érhets el m + 1 lépésszamu eljarés.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy fenti k értékek valamelyikéhez készithets elrendezés a kivant lépésszammal. Az
alabbiakban belatjuk, hogy mindez csak erés megszoritasokkal lenne lehetséges.

5. lemma. Ha létezik a fent feltételezett konstrukcid, annak tetszdleges do,dy,...,dm+1 Sorozatdt vizsgdlva, i =
1,...,m esetén ||d;|| =2 - ||di—1]|.
Bizonyitas. Els¢ lemméank és a d; sorozat szerkezetének ismeretében nyilvanvalo, hogy i = 1,...,m esetén ||d;_1]|]

valodi osztoja ||d;||-nek. Vegyiik észre tovabba, hogy d,,+1 ,rendes”, hiszen a végallapotban nem iires. Ekkor — 6sszevetve
az els6 lemmaéaval — az (m + 1)-edik 1épés utan kizarolag a d,, dobozbol érkezett golyokat tartalmazza, tehét ||dy,| =
|[dm+1]l. Amennyiben 6t6dik lemmankban ismertetett megkotésiink nem teljesiil valamely sorozatban legaldbb egy
0 < i < m esetén, akkor i ezen értékeire ||d;|| > 3 - ||di—1||; ||do]| > 1 miatt ekkor:

k> lldmsill = dmll >3- 277 =2 4+ 2™ 71,

Azaz:
2% > 2m1,
Tehat vizsgalt eseteinkben:
(4) 2l <2m~1 <1,
(id) 22 <Mt <2
(iid) 2% <2ml <4

Ezek értelemszerten ellentmondasra vezetnek. Ennek eredményeképpen tehéat belattuk, ha indirekt feltevésiink
igaz, ugy a megfelel6 konstrukcioban tetszéleges do, dy, .. ., dmnmy1 sorozatra i = 1,...,m esetén

Ildi]| = 2 - ||di—1]| teljesiil. Hasonl6 megfontolassal igazolhato, hogy konstrukcionkban ||do|| = 1, hiszen ||do|| > 2
esetén ||d,11]| > 2™ > k értelemszertien nem lehetséges.

Jeloljiik a tovabbiakban a d; doboz sorszémat (d;)-vel. Amennyiben ||dg|| = 1, akkor (d1) = 1, &m ||d1]| = 2-||do]| =
2, tehat (da) = 2, és gondolatmenetiinket rekurziv modon folytatva kénnyedén igazolhato, hogy tetszélegesi =1,...,m
esetén (d;) = 271, Valamint, ||dp| = ||dmi1] alapjan (dmy1) = ||dm| = 2™, a jaték végallapotaban tehat a 2™
sorszamu dobozban 2™ goly6 talalhato (tovabba azt is igazoltuk, hogy tetszéleges, az eljarashoz tartozo, kilonbozs
do,d1,...,dy és dy,di, ... d, sorozatok legfeljebb az els6 elemben térhetnek el egymastol).

Ezzel megoldasunkat lényegében befejeztiik; mint latni fogjuk, vizsgalt eseteinkben azonos moédon juthatunk el-
lentmondasra, imént igazolt lemmainkra épitkezve; ennek modjat elsGként a k = 2™ + 1 esetben mutatjuk be.

k =2"+1 (m > 2): Ha valamely k-ralétezik m+1 lépésszamu konstrukcio, annak végallapotaban 2™ goly6 talalhato
a 2™ sorszamu dobozban. A maradék egy golyd sziikségszertien az els6 dobozban taldlhatd, hiszen a végallapotban
minden doboz iires, vagy rendes. Masodik lemmaéank értelmében ekkor ez a goly6 vagy kezdetben is ebben a dobozban
volt fellelhetd, vagy az els6 1épésben keriilt oda; ha késébbi 1épés soran érkezett volna a dobozba, sziikség szerint tobb
golyoval egyiitt helyeztiik volna bele. Azonban korabban belattuk, hogy indirekt feltevésiink kévetkezményeként az
eljaras 2. lépésében az 1. doboz tartalmét a masodik dobozba helyezziik 4t. Szintén masodik lemménk értelmében az
eljaras késébbi lépéseiben mar nem keriilhet goly6é az 1. dobozba, igy az a végillapotban iires; ezzel ellentmondasra
jutottunk.

Az elgbbiek alapjan az ellentmondas elérése altalanos esetben is hasonléan végezhetd, kihasznalva kordbban igazolt
eredményiinket, nevezetesen, hogy k = 2™ + 2¢ alakd, melyben « < 3, igy 2%-t tetsz6legesen bontva fel pozitiv egészek
Osszegére, a tagok kozott legalabb egy 2-hatvany szerepel.



Feltételezett konstrukcionk létezése esetén a végéllapotban a 2™ sorszdmu doboz 2™ golyot tartalmaz. Mivel a
végallapotban minden doboz iires vagy rendes, létezik 8 € N, amelyre a 27 sorszamu doboz a végallapotban 27 golyot
tartalmaz. Ezen golyok nem érkezhettek a [-dik lépésnél késébb, am a dobozt a (8 + 1)-edik lépésben kiiiritettiik, és
abba a jaték soran tobbet nem érkezett goly6. Ennek értelmében valamennyi eset vizsgélatat elvégezve ellentmondésra
jutottunk, tehat indirekt feltevésiink nem lehetett igaz; ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Osszefoglalas

Eredmény: k (> 2) golyo és k doboz esetén a varazslo suhintdsainak maximalis szama
e [logy k] + 1, ha k = 3,6,12, vagy tetszéleges m € Z esetén k # 2™ + 1; k # 2™ +2; k # 2™ + 4.
e [log, k], ha alkalmas m € ZT-re k =2™ +1 (m > 2), k= 2" +2 (m > 3) vagy k = 2™ +4 (m > 4).

Néhany érdekes tovabbi kérdés

A ,jaték a varazslo ellen” valtozat egyik jelentGs eltérése a kordbban ismertetettekhez képest az eljaras teljes
determinéltsaga. A korabbi valtozatokban a lépésszadm maximuméanak eléréséhez megfelel§ elrendezést, és megfelel§
kezdglépést kellett valasztanunk, ez utébbi valtozatban azonban nincs értelme ,els6 1épésrél” beszélniink, az eljaras
hossza kizarélag az elrendezés fiiggvénye. Aldozatunk tehat tehetetlen, megfelels elrendezés valasztasaval valoban
kényszeriteni” tudjuk a megadott szamu 1épés elvégzésére, a jaték soran nincs lehetGsége annak befolyasolasara.

Ezzel egybevetve, az eddigiekben az ,egyszeri” és az ,ismétléses dobozos jatékok” esetén sem beszélhettiink ,kény-
szeritésrdl”, hiszen a szabalyok kozt szerepls véletlenszerti dobozvalasztas kdvetkezményeként az elrendezés készitGjé-
nek, és az dldozatnak sem all rendelkezésére olyan stratégia, mellyel a lépésszamot ellenfele ténykedésétdl fiiggetleniil az
elérhet¢ maximumnal kisebb korlat folé, illetve ala szorithatja. Ezen feltétel elhagyédsaval azonban (azaz, amennyiben a
jatékos szabadon valaszthatja meg lépéseit) mar érdemben beszélhetiink optimalis dobozvalasztésrol, amely valasztast
alkalmazva a jatékos az eljaras soran végrehajtando lépések szamat minimalizalni képes.

Valtsunk ezért elemzésiinkben néz6pontot egy pillanatra: onként jelentkeztiink a ,moddositott egyszerd dobozos
jatékra” jatékosnak, ahol eljarasunk kezdd dobozat szabadon véalaszthatjuk meg ellenfeliink elrendezésében. Célunk
értelemszertien minél kevesebb lépésben befejezni a jatékot. A kordbbi eredményeket olvasva tisztaban vagyunk vele,
hogy a jaték soran k doboz esetén legfeljebb k lépés megtételére kényszeriiliink, és ennek bekdvetkezését ellenfeliink
csupan egyetlen konstrukcio valasztésa mellett remélheti (melyet fentebb méar ismertettiink), és kizarélag abban az
esetben, ha a kezdglépésben a k sorszamua dobozt valasztjuk. Egy ett6l eltéré doboz valasztasaval tehat ténykedésiinket
garantiltan legfeljebb k — 1 lépésben befejezziik.

Az imént megfogalmazottaknal joval meglepGbb, hogy ennél kisebb lépésszam elérését még a kezddlépés szabad
megvalasztasa mellett sem garantalhatjuk. Azaz, tetsz6leges 1 < i < k esetén készithetd olyan elhelyezése a dobozok-
nak, amely elrendezésnél az eljarast az i-edik dobozbdl inditva, legalabb k — 1 1épés megtételére kényszeriiliink. (Itt
ezek ismertetésére nem tériink ki, biztatjuk az olvasot, hogy a korabbi feladatokban bemutatott konstrukciok otleteit
tanulmanyozva 6nalléan probalkozzon ilyen elrendezések készitésével.)

A dobozos jatékok ismertetett valtozatainak kozos sajatossidga a dobozok, illetve a benniik elhelyezendd golyok
szaméanak egyezése. A probléma egy lehetséges altalanositasaként korabban feltett kérdéseink vizsgélatat elvégezhetjiik
eltérsé doboz- és golyoszam esetén is. Nyilvanvaléan nem érdemes a dobozok szdmat a golyok szdma f6lé ndvelni, hiszen
jatékunk lényegében az eredetivel egyenértékd marad. Ha a golyok szamat noveljiik a dobozszam f6lé, el6fordulhat, hogy
eljarasunk valamely lépését nem tudjuk elvégezni, mert nem létezik a kivant sorszamu doboz. Az ilyen helyzeteket
nevezetjiik ,hibadnak” az adott eljarasban, és vizsgalhatjuk ezek létrejottének feltételeit. Amennyiben eltéré doboz
és golyoszam esetén is garantalni szeretnénk a problémamentes végrehajthatosagot, lehetséges megoldasul szolgal
a golyok dobozszam szerinti maradék alapjan torténd csoportositidsa az eljards egy-egy lépésében. Az ily modon
definialt jatékban ismét vizsgalhatjuk az eljaras végességét, a véges eljaras maximaélis lépésszamét, és tovabbi érdekes
tulajdonsagokat.

Jatékunk vizsgalatanak lezarasaként a feltett kérdések egy masik lehetséges altalanositasara szeretném felhivni az
olvasé figyelmét. Klasszikus dobozos jatékunk és a varézslé ellen vivott ,parbaj” hataresetei voltak az ismertetett jaték
egy valtozatanak, melyet  kiizdelem a megfaradt varazslo ellen” névvel illethetnénk. Jatékunk ezen véltozataban a
varazslo els6 suhintésat megel6zGen véletlenszerten kivalaszt ¢ db dobozt (1 <t < k jatékunk paramétere), melyekre
varazsereje kiterjed. Az elsd suhintas elvégzésekor kizarolag a megjelolt dobozok golydi mozdulnak meg, mig a késébbi
suhintasok sordn azon dobozok golyo6i ,indulnak utra”, amelyekbe az el6z6 suhintas alkalméaval goly6 érkezett, és a
doboz ennek koévetkeztében nem valt ,rendessé”.

A varazslo célja ebben az esetben is a végéllapot elérése, minél kevesebb suhintas végzésével. A tovabbiakban a
suhintasok szamanak lehetséges maximumat szeretnénk meghatarozni ¢ fliggvényében, rogzitett, kell6en nagy k érték
és 1 <t < k esetén. Lathato, hogy az ,egyszerti dobozos jaték” és a ,jaték a varazslo ellen” ismertetett jatékunk
t =1 és t =k eseteit fedik le. Jelen cikkben elvégeztiik az emlitett hatarhelyzetek vizsgalatat, pontos becslést adva a



lépésszamok maximumara. Altalanos esetben, rogzitett k mellett novelve a ¢ valtozo értékét, a lépésszam maximumanak
fiiggvényén az f(z) = x és

g(z) = logy(x) fiiggvények kozotti atmenet figyelhets meg, melynek vizsgalata lényegesen bonyolultabb, és tovabbi
érdekes kérdéseket hordoz magaban.



