Megoldasvazlatok a 2008 /7. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Nagy-Bal6 Andras
Budapest

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

logy(22 —5) 1
—_— = —. 1 t
logy(z2 —8) 2 (12 pont)

Megoldas. A feladat értelmezési tartoméanyas:

20 —5>0
2 —8>0,, azaz € |2V2;3[U]3;+00].
logy(¢? —8) # 0

Az egyenletet ekvivalens atalakitasokkal rendezziik (kozben felhasznaljuk a 2 alapu logaritmus fiiggvény kolcsonos
egyértelmiiségét is):
21og, (22 — 5) = logy(2? — 8),
log, (22 — 5)2 = logy(a? - 8),
(22 —5)* = 2% — 38,
327 — 20z + 33 = 0.

11
Ez utobbi egyenlet gyokei: z1 = 3 és zo = 3 amelyek koziil az els6t kizarja az értelmezési tartomany, a masodik
teljesiti az egyenlGséget.
11
Vagyis az egyenlet egyediili megoldasa: z = 3
2. Mekkora annak a 3 cm sugard kor koré irt egyenldszari trapéznak o terilete, amelynek hegyesszogei 60°-osak?
(12 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Ha a B és a C csticsnal 1év6 szogek mértéke 60°, akkor az A és a D csiicsnal 16v6 szogek 120°-osak. A trapézba irt
kor O kozéppontja a trapéz szogfelezGinek metszéspontja. Igy OBA< = 30° és OAB< = 60°.

M és N az alapok felez6pontjai, igy BOM derékszogi haromszog, melynek OM oldala a kor sugara. Mivel
OBM< = 30° és OM = 3, azért BO = 6 és BM = 3v/3. Ezért BC = 6v/3.

Hasonl6 gondolatmenettel az ANO derékszogt haromszoghél: AD = 2v/3.

Tudjuk, hogy a trapéz magassaga, M N = 6, ezért:

(BC+AD)-MN _ (6v3+2V3)-6

= 24v3 = 41,57.
2 2 V3 ’

T =

Vagyis a trapéz teriilete kb. 41,57 cm?.

3. Ejtdernydsok célba ugrdsa kézben feljegyezték, hogy Berci tiz ugrdsa kozil kilenc alkalommal hdny méterre ért
foldet a kézépponttol. A feljegyzett adatok méterben: 1, 3,5, 2,4, 6, 8,9, 7. Tiz ugrdsdra vonatkozé adatainak 5 m-tdl
valo dtlagos abszolit eltérése 2,4 m volt.

a) Allapitsuk meg a hidnyzo tizedik adatot.



b) Hatdrozzuk meg a tiz ugrds adataira vonatkozd dtlagot, moduszt, medidnt és a szordst. (13 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik z-szel a tizedik adat méterben kifejezett értékét. Jelolje a az atlagtol valo eltérések osszegét:

a=15-14+5=-2[+5=3|+|5—4]+1|5—-5|+
+5—=6l+[5—7+15=8+ 59|+ 1[5 —z|=
=204 |5 — x|.

Az 5-t6l valo atlagos abszolut eltérés 2.4, vagyis

£720—|—|5—az|724

0 0 4, ahonnan |5—z|=4.

Azaz © =1 vagy x = 9.
Tehat a tizedik adat lehetett 1 m és lehetett 9 m is.
b) Berci ugrasaira vonatkoz6 adatsor kétféle lehet.
1. eset:1,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ekkor az atlag: 4,6, a moédusz: 1, a median: 4,5, a szoéras: 2,73.
2. eset: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 9. Ekkor az atlag: 5,4, a médusz: 9, a median: 5,5, a szorés: 2,73.

100
4. Hdny nulla dll a (50> szdm végén? (14 pont)
1 100!
Megoldas. 00 = &
50 50! - 50!

100! = 5%* . m és 50! = 52 - n, ahol m és n 5-tel relativ primszamok, igy
100y 524 .m _m
50 ) Bl2.p.512.p0n p2’

) ] . m ) . . 100
természetes szam, viszont — nem oszthatd 5-tel, igy egyetlen nulla sincs 50 végeén.

100
Tudjuk, hogy ( 3
n

50
II. rész

5. Egy tetraéder szemkdzti élei merdlegesek egymdsra. Mutassuk meg, hogy létezik olyan gomb, amelyre mind a hat
él felezdpontja illeszkedik. (16 pont)

1
Megoldas. Az dbra jeloléseit hasznaljuk. Mivel Aj A || Asdg és A1As = AsAg = §AO (mindkett6 parhuzamos

AC-vel, mert kozépvonalak a BAC, illetve a DAC haromszogekben), azért az A; As A3 Ag négyszognek egy szemkozti
oldalparja parhuzamos és azonos hossztsagu. Vagyis A; Ag A3Ag paralelogramma. Tudjuk, hogy AC meréleges BD-
re, ezért a veliikk parhuzamos A; Ay és Az As is merslegesek egymasra (A2 As kozépvonal CBD haromszogben), igy
A1A2A3A6 téglalap

A téglalap atloi azonos hosszusaguak és felezik egymast, igy O-val jelolve atloinak felezGpontjat: OA; = OAy =
OAs = OAg.

Hasonléan gondolkozva igazolhato, hogy A1 A4 AsAg is téglalap. Az A As felez6pontja O, igy ennek a téglalapnak
is O a kozéppontja, tehat: OA; = OAy = OA3z = OAs.

Mivel O ugyanakkora tavolsiagra talalhatéo minden él felezépontjatol, igy az OA; sugara O kozéppontu gémb
tartalmazza az Ay, Ag, As, Ay, As, Ag pontok mindegyikét.



6. Emese havi bére netté 150 000 Ft. Tegyiik fel, hogy ezt a netté havi bért évente 10%-kal emelik. Hdny év milva
vdsdrolhatja meg bérébél a 15 000 000 Ft értékd lakdst, ha minden hdénapban a fizetésének 60%-dt takaritja meg és
kozben a lakds dra nem vdltozik? (16 pont)

60
Megoldas. Egy év elteltével a megtakaritott pénze: 12 - 150 000 - —

100"
Ehhez ad6dik a masodik eltelt év utan:

12' 1 +1 T '_—12'1 C Tt T <.

A harmadik év elteltével még hozzdadodik:

110V 60
12-1 =) . =
50000 <1oo) 100

Az n + 1-edik év elteltével:
110\" 60

12-1 =]  —.

50000 < 100) 100

Igy n + 1 év eltelte utan a megtakaritott pénze:
60 110 1oy 7110\ 1oy
12-150000 - — - |14+ —— + [ —=— ) (=) ] =
100 l MR (100) +(100) et (100) ]

1 <110>n+1
60 ~  \ 100 1o\
=12-150000+ — - —————~—— =10800000 | | — — 1.
100 ) 110 [(100) 1

100

Azt a legkisebb n természetes szamot keressiik, amelyre ez eléri vagy meghaladja a 15 000 000-t:

110

1 =
0 800 000 [(100

n+1
) — 1] > 15000 000,

110 n+1
— > 2,3889.
(100) =

Az n =9 a legkisebb megfelel§ természetes szam.
Vagyis 10 év elteltével veheti meg a lakést.

7. Adott a kivetkezd két egyenlettel egy-eqy gorbe: y = /9 — a2 és y = x? — 3. Hatdrozzuk meg annak o testnek a
térfogatdt, amelyet e két gorbe dltal meghatdrozott sikidom y tengely kérili forgatdsaval kapunk. (16 pont)

Megoldas. Az els6 egyenlet origd kozéppontt, 3 egység sugaru félkor egyenlete, mig a méasodik egy parabola,
melynek szimmetriatengelye az y tengely, tengelypontja A(0; —3). Az dbra mutatja az elhelyezkedésiiket.

Megkeressiik P koordin4tait:



Az 2? = y + 3 helyettesitéssel kapjuk, hogy

y=v9-y-3=6-y (0<y<6), ¥*+y—-6=0,

ahonnan y = 2. Visszahelyettesitve: P (v/5;2).
Ahhoz, hogy a kért térfogatot meghatarozhassuk, y szerint integralunk:

2 3713 32

2 3 2
VZW/ (y+3)dy+7f/ (9—y2)dy=7r[y—+3y] +7T[9y—y—} _ 2
-3 2 2 _3 3]s 3

Megjegyzés. Megtehettiik volna, hogy —90°-kal elforgatjuk a koordinéata-rendszerben a sikidomot és a szokasos
modon x szerint integralunk.

8. Egy épitkezéshez 3 cég szdllitja a betont. Az elsdnek 5, a mdsodiknak 4, a harmadiknak 6 betonszdllité kocsija
van. Egy adott napon 12 kocsi betonra van szikség az épitkezésen.

Melyik cégtil hany kocsival rendeljenek, hogy a szallitasi kéltség minimadlis legyen, ha a szdllitdsi koltség kocsinként
a hdrom cégtél rendre 40 000 Ft, 60 000 Ft és 50 000 Ft? (16 pont)

Megoldas. Legyen z, y, z az elsG, a masodik, illetve a harmadik cégtél igénybe vett kocsik szama. Ekkor x+y+2 =
12,2 <5,y<4,2<6;2>0;y>0;2>0.

Az f =40 000z + 60 000y + 50 000 z kifejezésnek minimélisnak kell lennie.

Az els6 egyenletbdl z = 12 — & — y < 6, vagyis « + y > 6, amelyhez hozzavessziik az x-re és az y-ra vonatkozo
feltételeket. Behelyettesitve z-t az f-be:

f=—100002 + 10 000y + 600 000,

ahonnan az

egyenletet kapjuk.
Az x4y >6;0 <z <5;0<y<4egyenlStlenségek az dbrdn lathaté ABC haromszoglapot adjak. Az elsd negyed

—60. Ez a kezd6ponti

szogfelezGjével parhuzamos y = =+ — 60 egyenleti egyenes kezdSponti ordinataja

10 000
ordinata az adott feltételek mellett akkor minimaélis, ha az

f

10000 60

y=a+

egyenletii egyenes az ABC' haromszog ,legmélyebben” fekvs racspontjan, az A(5;1) ponton halad &t.

Y
6,
4
2+ 7
1 /%5;1)
0 2 4 5 6w
—24 7
_4/‘,/
Ezt behelyettesitve:
f .
1= — = .
5+10 000 60, vagyis f = 560 000

Igy a legkedvezébb rendelés: az elsé cégtdl 5 kocsi, a méasodiktol 1 kocsi és a harmadiktol 6 kocsi. Ekkor a minimalis
szallitasi koltség 560 000 Ft.

Megjegyzés. Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a rendelkezésre 4ll6 kocsik koziil a lehetd legolcsobbakat valaszt-
juk.



9. Adott az ax® +bx+c = 0 valds gyokokkel rendelkezd mdsodfoki egyenlet. Tudjuk, hogy |a+b+c| < |a|. Igazoljuk,
hogy a mdsodfoku egyenlet legaldbb egyik gydke a ]0;2[ intervallumban taldlhato. (16 pont)

Megoldas. Az egylitthatokra vonatkozo egyenlStlenséget osszuk végig |al|-val:

b b
'1+—+5‘<1, azaz, ‘1—<——>+5 <1
a a a a
A Viéte-formulak alapjan: 1 +x2 = —— és x1x2 = —. Beirva ezeket az utobbi Osszefiiggésbe: |1— (x1+z2)+x1 ~x2‘ <1,

a a
azaz |1 — 1| |1 — x2| < 1. Ez csak akkor igaz, ha a két tényezs koziil legalabb az egyik kisebb 1-nél. Legyen az |1 — x|
tényezs, amelyik biztosan kisebb 1-nél. Ekkor —1 <1 —x; < 1, vagyis 0 < z; < 2.

Tehat valoban legalabb az egyik gyok a ]0; 2] intervallumban talalhato.



