I. kategoéria: Szakkozépiskolak

Els6 (iskolai) fordulé

1. Oldja meg a valds szdmok halmazan a
log,,, « + logg,> x = 0

egyenletet!
2. Legyenek x és y olyan pozitiv egészek, melyek eleget tesznek a
4% — 922 = 2007
egyenletnek.
Mennyi az Gsszes Osszetartozo x és y érték szorzatanak legnagyobb primosztoja?

3. Az ABCD trapéz AB alapjanak hossza haromszorosa a C'D alapnak és az AD szarnak. Az AC 4tld hossza
5 egység, a BC' szar hossza 10 egység.
Mekkorak az ABCD trapéz oldalai?

4. Bizonyitsa be, hogy 20062°°7 + 2008%°% 4 2007 oszthat6 7-tel!

5. Bizonyitsa be, hogy egy tetszbleges haromszog a, b, c-vel jelolt oldalai kozott akkor és csak akkor all fenn az
a < b < c egyenlGtlenség, ha az s,, sp, sc-vel jelolt stlyvonalakra fennall az s, > s > s. egyenlStlenség!

6. Andras és Balazs kosarra dobasban méri Gssze tudasat. Annak valoszintsége, hogy Andras a kosarba talal 0,7,
mig Balazs 0,4 valosziniiséggel dob kosarat. Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob. Ha Andras talal, és Balazs nem,
akkor Andras nyer. Ha Balédzs talal, és Andras nem, akkor Baldzs nyer. Minden mas esetben a jatszma eredménye
dontetlen.

Mennyi a valészintisége annak, hogy két egymas utani jatszma mindegyike dontetlen lesz?

Masodik fordulé

1. Legyen
of (@) _ 9—f(z)

1 )
cos > G 2 ’

™
minden olyan valés z-re, amelyre a szerepld fliggvények értelmezheték. Mennyi g (Z) pontos értéke?

f(z) =log, <tgﬂc +

2. Tekintse a
p(z) = (5x —2) - 2z +4) - (x — 251)
és a
gy =(a—b+c)- 2 +@Ba+b—c)- 2> +(a+b+c)-z+d
polinomokat!
Hatarozza meg az a, b, ¢ és d valos szamokat ugy, hogy p(z) = ¢(x) minden valos z-re teljesiiljon!

3. Az a, és b, szamsorozatokat az aldbbi modon definialjuk:

1 1
an=1+=-4+-+4+...+— és b,=m-a,—a1 — a2 — ... — Qp_1.
2 3 n

Hatéarozza meg bogog értékeét!

4. Az ABC hegyesszogl haromszog AB oldala, mint atmérd folé rajzolt kor a BC' szakaszt a P, az AC szakaszt
a @ pontban metszi. Legyenek a P és a @ pontokbdl az AB-re bocsatott merdlegesek talppontjai X és Y! Bizonyitsa
be, hogy
PX b2 (a®?+c* —b?)
QY a2 (b2 +c2—a?)’

ahol a, b, ¢ az ABC haromszog oldalhosszait jelentik!

5. Oldja meg az egész szamok halmazan a kovetkezs egyenletet, ha p pozitiv primszam:

Va2 =2z —3—p2 + /a2 — 22— 3+ p2 =p°.



Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Egy kifejezést a kovetkezd képlettel definialunk:

K:133—132;9:1:4—20177
-9

ahol x € [—2008;2008] és = € Z. Mennyi a valdszintisége annak, hogy K egész szam, ha x eleget tesz a fenti feltételek-
nek?

2. Az ABC derékszogi haromszog AB atfogojara és az AC befogdjara kifelé megrajzoltuk az ABDE és ACFG
négyzeteket. Jelolje M az EC és BG szakaszok metszéspontjat! Mekkora szogben latszanak az M pontbél az ABC
haromszog oldalai?

3. Egy m sorbol és n oszlopbdl allo, téglalap alaki tablazat minden mez6jébe egy-egy szamot frunk oly modon,
hogy az egyes sorokba irt szamok egy-egy szdmtani sorozat egymés utani tagjait képezik, hasonloképpen az egyes
oszlopokba irt szamok is egy-egy szdmtani sorozat egymas utani tagjai. Mennyi a tablazatba irt szamok Osszege, ha a
téglalap négy sarkaba (csticsaba) irt szamok Gsszege 20087

II. kategéria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulé

1. Oldjuk meg a valds szadmok halmazan az aldbbi egyenletet:

log, (1 + cos (2;5)) — 9l+cos (3z)

2. Az ABC héaromszdg BC oldalanak felez6pontja F, az AB oldal egy bels6 pontja T, az AF és C'T szakaszok
metszéspontja M. Az AT M haromszog teriilete 8, a CFM haromszog teriilete 15 egység. Mekkora lehet az ABC
haromszog teriilete?

3. Hatéarozzuk meg, mely a és b egész szamokra igaz:

b +a—4
a—1 b+1"

4. Bizonyitsuk be, hogy egy olyan téglalap alapt gulaban, amelyben a gula magassdganak a talppontja az alap
valamely csiicsdba esik, a leghosszabb oldalél hosszanak negyedik hatvanya legalabb hatszorosa az oldallapok teriiletei
négyzetosszegének.

5. Adott az

2v +1 5
— —Vrre+x

fiiggvény, ahol = > 0.
(a) Monoton né, vagy csokken a fliggvény?

1
(b) Melyik az a legkisebb pozitiv egész n, amelyre f(n) < 2008?

Masodik fordulé

1. Tekintsiik azokat a konvex négyszogeket, amelyek 100 darab egységnyi oldala szabalyos haromszogre darabol-
hatok. Mekkorak lehetnek a megfelel6 négyszogek oldalai?

2. Egy 30 {6s osztalyban a karacsonyi ajandékozasrol sorshuzéssal dontenek. Minden didk nevét felirjak egy papirra,
majd a 30 papirdarabot egy sapkaba teszik. Névsor szerinti sorrendben mindenki kihtz egy papirt a sapkabol és a
rajta szereplé embernek készit ajandékot. Elképzelhets, hogy valaki sajat magat ajandékozza meg.

Az atadas ugy torténik, hogy elGszor jelentkeznek, akik magukat huztak, majd a tobbi didk koziil a legfiatalabb didk
atadja ajandékat az altala huzott embernek, és innent6l aki éppen megkapja az ajandékat, az lesz a soron kévetkezs
ajandékot atadé ember. Ha valahol elakad a sor, azaz olyan didk kapja az ajandékot, aki méar a sajatjat atadta, de
még nem mindenki adta at illetve kapta meg az ajandékat, akkor ez utobbiak koziil a legfiatalabb djra kezdi.

Mennyi a valoszintisége, hogy egy osztalyban hat egymast kovets év kardcsonyi ajandékozéasa soran lesz legalabb
egy olyan év, amelyben senki nem huzza magat és a sor sem akad el? (Az osztély létszama minden évben ugyanannyi.)



3. Melyek azok az x, y, z és w valos szamok, amelyekre egyszerre teljesiil:

3
1) phyta=3,

(2) VAdz =1+ /4y =1+ 4z —1>2+3V¥ 27

4. Adott egy egységnyi oldalt négyzet. Hatarozzuk meg a négyzet sikjaban levs azon korok kozéppontjainak a
halmazat (meértani helyét), amelyeknek a négyzet mind a négy oldalaval két kozos pontja van.

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Egy urnaban van n + 2 darab cédula. Két cédulan paros szdm, n darabon pedig péaratlan szam van, ahol n > 2.
Ketten jatszanak, A és B. Minden jatékot A kezd, kihuz két cédulat visszatevés nélkiil, majd B is ugyanezt teszi. Az
A jatékos nyer, ha az altala huzott szamok Osszege paros, de B 6sszege paratlan. B nyer, ha az 6 két szaméanak Osszege
paros, de A 6sszege paratlan. Ha mindkettGjiik Osszege egyszerre paros, vagy egyszerre paratlan, akkor ajra jatszanak.
Milyen n érték esetén lesz a legkisebb az Gjrajatszas valoszintsége?

2. Az ABC haromszoég BC oldalanak felezépontja D. Az ABD és ADC haromszogek koré irt korok kézéppontjai
rendre F és F. A BE és CF egyenesek metszéspontja G. Tudjuk, hogy BC=2DG=2008 és EF = 1255 egység.
Mekkora az AEF héromszog teriilete?

3. Egy 2 egység magassagu egyenes korhenger alapkorének atmérdje legyen egy egység. A hengert olyan sikkal
messiik el, mely a forgastengellyel 45°-0s szoget zar be és az alapkorrel egyetlen k6z6s pontja van. Legyen ez a pont O.
A hengerpaléstot ezutan az O ponton atmend alkotd mentén felvagva kiteritjiik, ami altal a metszetgorbe sikgorbe
lesz.

Mely = — f(x) fiiggvény grafikonja ez a sikgorbe?

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulo

1. Az ABCD sikbeli négyszog atloinak (konkav négyszog esetében az atloegyeneseinek) metszéspontja M, az
AMB, BMC, CMD és DM A héromszogek stulypontjai rendre a P, Q, R, S pontok, a BCD, ACD, ABD és ABC
haromszogek silypontjai pedig rendre az X, Y, Z, W pontok. Bizonyitsuk be, hogy az X, Y, Z, W pontok a PQRS
négyszog oldalegyenesein vannak.

2. Legyen f a pozitiv valds szamokon értelmezett valos értéki fliggvény, amelyre minden z, y esetén f(zy) < xf(y).
Igazoljuk, hogy minden z, y-ra f(zy) = xf(y).

3. A térbeli A, B, C, D és E pontok kozill semelyik négy sem esik egy sikba. Az A és B pontokat elvilasztja a
CDE sik (vagyis A és B a CDE sik kiilonb6z6 oldalara esik). Hasonloan, B-t és C-t elvalasztja az ADE sik, C-t és
D-t elvalasztja az ABE sik. Mutassuk meg, hogy ekkor D és E az ABC' siknak ugyanarra az oldalara esik.

4. Van-e olyan, valos szdmokbol allo, a [0, 1] intervallumba esé A végtelen halmaz, amely nem tartalmaz haromtagu
szamtani sorozatot, de barmely két A-beli elem kozé is esik A-beli elem?

5. Mely n > 2007 egészek rendelkeznek az alabbi tulajdonsaggal: barmely harom kiilénb6z6, n-nél nem nagyobb
és az n-hez relativ prim pozitiv egész Osszege is relativ prim n-hez?

Masodik (dontd) fordulo

1. Az A1 As ... Ag konvex hatszog mindegyik belsé szoge tompaszog. Az A; kozéppontu k; korok (1 < i < 6) ugy
helyezkednek el, hogy k; kiviilr6l érinti ka-t és kg-ot, ko kiviilrdl érinti k;-et és ks-at, altalaban k; kiviilrél érinti k;_1-et
és kir1-et. A ki-en talalhato két érintési pontot 6sszekotd egyenesnek és a ks-on talalhato érintési pontokat Osszekdts
egyenesnek a metszéspontjat Osszekotjiilk Aog-vel, ez lesz az e egyenes. Hasonléan, a ks-on, illetve k5-6n levs érintési
pontokat Osszekots egyenesek metszéspontjat 6sszekotjiik Ag-gyel, ez lesz az f egyenes. Végiil, a k5-0n, illetve ki-en
talalhato érintési pontokat 0sszekots egyenesek metszéspontjat Osszekotjiik Ag-tal, ez lesz a g egyenes. Mutassuk meg,
hogy e, f es g egy ponton mennek at.

2. Két jatékos el6tt egy-egy kavicskupac talalhato, kezdetben mindkettGben k kavics van. El6szor az elsé jatékos
ezekhez hozzatesz Gsszesen 2008 tjabb kavicsot, az 1j kavicsokat tetsz6legesen oszthatja el a két kupac kozott (akar az
Osszeset is az egyik kupacba teheti). Ezutan a mésodik jatékos tesz hozza a kupacokhoz 6sszesen 2008 djabb kavicsot,
és ugyanigy folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacédban (a sajat vagy ellenfele lépése utan) a kavicsok szama
négyzetszam, mig ellenfele kupacéra ez nem igaz (ha mindkét kupac ilyen, akkor a jatékot folytatjak). Van-e végtelen
sok k-ra a masodik jatékosnak nyers stratégiaja?

3. Mutassuk meg, hogy minden 1 < r < s < 2008/2007 szamokhoz vannak olyan (nem feltétleniil relativ prim) p és
q pozitiv egészek, hogy r < p/q < s, és sem a p, sem a g tizes szamrendszerbeli felirdsaban nem szerepel a 0 szamjegy.



