KEZDOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé kézépiskolai tanulok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Az &dbran lathato alakzatot 6t egybevago egyenlszari haromszogbdl és 6t egybevago négyzetbdl allitottuk Gssze.
A tiz alakzat koziil barmely kettének legfeljebb a hatarpontjai k6zott lehetnek azonosak. Hatérozza meg az egyenld
szard haromszogek belss szogeinek nagysagat!

2. Egy biivs négyzetben minden sorban, oszlopban és atloban a szdmok Osszege ugyanannyi. Hatarozza meg az
alabbi blivos négyzetbdl hianyzo hat szamot!
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3. Egy orszagban 9 nagyvaros van. Ezek koziil mindegyikb6l pontosan 4 nagyvarosba van oda és vissza is repiil6-
jarat. Bizonyitsa be, hogy barmely nagyvéarosbol legfeljebb egy atszallassal barmely nagyvarosba el lehet jutni!

4. A 3,6,12,5,10,... szamsorozat elemeit a masodik elemtdl kezdve ugy kaptuk, hogy az el6zs elem egyes helyiér-
téken all6 szdmjegyének kétszeresét hozzdadtuk ahhoz a szdmhoz, amit ennek a szdmjegynek az elhagyasaval kaptunk.
Mi lesz a sorozat 2007-dik eleme?

Masodik fordulé

1. 23 diak irt meg egy dolgozatot, az atlag (két tizedes jegyre kerekitve) 2,74 lett. Lehet-e kevesebb, mint két
elégtelen, ha tudjuk, hogy nyolc jeles volt?

2. Egy derékszogt haromszog atfogodja 13 cm és a befogdinak Osszege 17 cm. A haromszog mindhérom oldalara
kifelé négyzeteket rajzolunk. Igy a haromszog csiicsain kiviil hat pontot kapunk. Mekkora az ezek altal meghatarozott
hatszog teriilete?

3. Egy 8 f6s tarsasag olyan kartyajatékot jatszik, amelyet 4-en kell az 6ramutato jarasaval ellentétes irdnyba jatszani.
Mindig két négyes csoportban jatszanak. Elhatarozzak, hogy az Osszes lehetséges Gsszetételben fognak jatszani. (Két
Osszetétel akkor kiilonb6z6, ha a két 4-es csoport koziil legalabb az egyikben van olyan jatékos, aki utdn masik jatékos
kovetkezik az egyik Osszetételben, mint a masikban.) Kb. hany év alatt tudjak teljesiteni elhatarozasukat, ha hetente
egy Osszetételben jatszanak?

4. Egy kékre befestett téglatest élei cm-ben mérve természetes szdmok és az egyik él hossza 7 cm. A téglatestet a
lapjaival parhuzamos sikokkal 1 cm éld kis kockakra szétvagva a kék lappal nem rendelkezd kis kockik szama feleakkora,
mint az 6sszes kis kockak szama. Mennyi az ilyen tulajdonsigu téglatestek koziil a legkisebb térfogatinak a térfogata?

5. Az a, b, ¢ és d valos szamokra teljesiil, hogy a® + b? = ¢? + d? és ac + bd = 0. Mennyi lehet az ab + cd értéke?

Harmadik (d6ntd) fordulé



1. Egy négyzet egyik csticsabol tgy huzunk két félegyenest, hogy azok a négyzetet harom sikidomra bontsak fel.
Mekkora ennek a harom sikidomnak a teriilete, ha keriiletiik ugyanakkora és a négyzet oldalainak hossza a?

2. Egy matematika 6rén a tanar felirt egy pozitiv egész szamot a tablara. Az egyik didk igy szo0lt: a szam oszthato
31-gyel. A mésodik didk azt mondta, hogy a szdm oszthato 30-cal, a harmadik pedig azt, hogy a szam oszthato 29-cel.
Ezt a felsorolast addig folytattak a didkok, amig a harmincadik is megszolalt: a szam oszthat6 2-vel. A tanar ezek utan
kozolte, hogy a fenti harminc allitas koziil csak ketté hamis és a két hamis allitds kozvetleniil egymés utan hangzott
el. Melyik volt a két hamis allitas?

3. Adott egy 2008 x 2008-as négyzetracs. Behuzunk egy a négyzetracsot metszé egyenest. Legfeljebb hany mezé
belsején haladhat at ez az egyenes?

I1. kategéria: T6bb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervii) kézépiskolai
tanulok

Elsé (iskolai) fordulé

Megegyezik az 1. kategoria els6 fordulds feladatsoraval.

Masodik fordulé

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Egy matematika 6ran a tanér felirt egy pozitiv egész szamot a tablara. Az egyik didk igy szolt: a szam oszthato
31-gyel. A mésodik didk azt mondta, hogy a szam oszthatd 30-cal, a harmadik pedig azt, hogy a szadm oszthat6 29-cel.
Ezt a felsorolast addig folytattak a didkok, amig a harmincadik is megszolalt: a szam oszthato 2-vel. A tanar ezek utan
kozolte, hogy a fenti harminc allitas koziil csak kettd hamis és a két hamis allitas kozvetleniil egyméas utdn hangzott
el. Melyik volt a két hamis allitas?

2. Néhany egész szam Osszege 0. Bizonyitsa be, hogy a szamok 6t6dik hatvanyainak 6sszege oszthatd 15-tel!

3. Az ABC haromszogben AB = AC. Legyen a B pontnak az AC oldalra vett meréleges vetiilete 7! Mekkorak a
haromszog szogei, ha AC —2-CT = BC?

III. kategodria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

Megegyezik az I. kategoria masodik fordulos feladatsoraval.

Maisodik (déntd) fordulo

1. Adott keriiletdi haromszogek koziil vizsgaljuk azt, amelyiknél a haromszog beirt koron kiviili részének teriilete
maximalis. Mekkora a beirt kor sugara?

2. Legyenek a és b paratlan pozitiv egész szamok, melyek relativ primek, azaz (a,b) = 1. Bizonyitsa be, hogy az

A=a"" - b szamnak legalabb 2008 db kiilonb6z3 primosztdja van.

3. Nevezziik egy konvex n-szog harom szomszédos csicsa altal meghatarozott (n db) haromszoget sarokhérom-
szognek. Adjunk példat olyan konvex 2008-szigre, melyben a cstucsok altal meghatarozott Osszes haromszog kozil a
2008 db legkisebb teriiletti haromszogbdl legfeljebb 63 db sarokharomszdg van.

HALADOK

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanuloé kozépiskolai tanulok



Elsé (iskolai) fordulé

1. Parba lehet-e Allitani a szabdlyos tizszog cstcsait ugy, hogy a parba Allitott pontok altal meghatarozott 6t
tavolsadg mind kiilénbo6zs?

2. Tizenhat kiilonboz6 magas gyereket négy sorba és négy oszlopba allitunk. Minden sorban a legalacsonyabb
felteszi a bal kezét. Kozottiik Jakab a legmagasabb. Minden oszlopban a legmagasabb felteszi a jobb kezét. Kozottiik
Boldizsar a legalacsonyabb. Ki a magasabb, Jakab vagy Boldizsar?
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3. Az O kézépponti, R sugart ki kort kiviilrdl érinti az Oo kozépponti, 2R sugara ke kor és mindkettdt ugyancsak
kiviilr6l érinti az Oz kdzépponta, 3R sugara ks kor. Bizonyitsa be, hogy az 010203 haromszog beirt kore egybevago
a kq korrel!

4. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb pozitiv egész szamot, amely barmely pozitiv egész n-re osztdja az alabbi
kifejezésnek:
nt(n—1)%(n —2)*(n —3).

1 2 1
5. Az z szamrol tudjuk, hogy = + — = 4. Szamitsa ki 4I—+1 + =+ z? érteket!
x x x
(Olyan formaban megadott érték szamit teljes értékid megoldasnak, amibdl kideriil, hogy a szém racionélis-e vagy
nem, és az is, hogy melyik a hozza legkozelebbi egész.)

Masodik fordulé

1. Hatarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amelyre az 2% + 192 + 95 kifejezés négyzetszamot ad!

2. Az f(x) = az® 4 bx + ¢ masodfok fiiggvényre f(a) = b, f(b) = c és f(c) = a teljesiil. Mi lehet ekkor a® + b* + ¢
értéke?

3. Keresse meg az ABC haromszog sikjaban az 6sszes olyan P pontot, amelyre az ABP, BCP és C' AP haromszogek
teriilete egyenld!

4. A 34 éves ADONISZ aruhézlanc sziiletésnapi ajandékként vasarlaskor vevsinek minden 100 forintos tétel utan
egy olyan sorsjegyet ad, amelyen az aruhdz embléméaja lathat6. Ha a vevd be tudja irni a korokbe a szamokat 1-t6l
13-ig 4gy, hogy minden szdm pontosan egyszer szerepeljen, és a beirt szamok Osszege minden egyenes vonal mentén
34 legyen, akkor a sorsjegy részt vesz a sorsolason. Egy vevd tobb sorsjegyet is leadhat, de két sorsjegyet nem tolthet
ki azonos modon. Legaldbb hany forintért vasarolt az a vevd, aki a legnagyobb esélyt akarja biztositani maganak, azaz
az Osszes lehetséges modon kitoltotte a sorsjegyeket?

Harmadik (d6ntd) fordulé



1. 2008 darab porzitiv egész szam szorzata egyenls az Osszegiikkel. Koziiliik a legkisebb k-szor fordul elé az elalli-
tasban. Igazoljuk, hogy 1996 < k < 2006.

2. Egy konvex négyszog kozépvonalai a szemben levs oldalak felezGpontjait 6sszekots szakaszok. Az ABC' D konvex
négyszogrél tudjuk, hogy teriilete megegyezik kézépvonalai hosszanak szorzataval.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor AC' = BD, vagyis, hogy a négyszog atloi egyforma hossziak!

Van-e a téglalapokon kiviil mas olyan négyszdg, ami ilyen tulajdonsigi, azaz olyan, hogy teriilete megegyezik
kozépvonalai hosszanak szorzatéval?

»

3. Egy szabalyos n-szog csticsaihoz tetszéleges médon a ,,—
barmely harom szomszédos cstucs elGjelét megvaltoztatjuk.

a) Igazoljuk, hogy n = 2008 esetén barmely kezdGhelyzetbdl indulva elérhets, hogy mindegyik cstcs elGjele ,,+”
legyen.

b) Bizonyitsuk be, hogy n = 2007 esetén van olyan kiindulasi helyzet, amelybdl az adott 1épés tobbszori alkalma-
zéséval soha nem érhet6 el, hogy mindegyik csics elGjele ,,+” legyen.

vagy a ,,+ elGjelet rendeljiik hozza. Egy 1épésben

IT. kategoéria: Tobb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé (nem specialis tantervi) kézépiskolai
tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy n!+ 2007 egyetlen n pozitiv egész szam esetén sem primszam, sem pedig négyzetszam. (n!
az 1-2-3-...-n szorzatot jelenti.)

2. Adott a sikon egy egységnyi oldala szabalyos hatszog. Szerkessziink csak vonalzo felhasznélésaval V7 hossztusagua
szakaszt!

3. A minden valos szamra értelmezett masodfoka f(z) fliggvényre
fl@+2) +3f(—x) = 227

teljesiil. Hatarozzuk meg az f(x) fliggvény értékkészletét!

4. Az abran lathaté modon helyezziik el az ABCDEF szabalyos egységoldala hatszogben a PQBA egységoldala
négyzetet. Gorditsiik korbe a hatszog belsé feliiletén a négyzetet a kovetkezs moédon: elGszor az éramutatd jardséval
megegyezden forgassuk a négyzetet a B koriil mindaddig, amig a négyzet @ cstcsa a hatszog C' csicsdhoz ér. Ezutan
C koriil forgassuk az éramutatéd jarasaval megegyezden a négyzetet, mig P egybeesik D-vel. Majd D koriil forgassuk
az 6ramutatd jarasaval megegyezGen a négyzetet, amig a négyzet csicsa a hatszég E csicsdhoz ér.

E D
P Q

F C
A B

Folytassuk tovabb ezt az eljarast mindaddig, amig a négyzet a hatodik forgatas utan vissza nem ér az AB oldalhoz.
Milyen hosszt utat jar be ezalatt P?

5. Bizonyitsuk be, hogy egy kocka a lapjaival parhuzamos sikdarabokkal feldarabolhaté 2007 darab nem feltétleniil
egybevagd kisebb mérett kockara.

Masodik fordulé

1 1 1
1. Hany olyan pozitiv egész szamokbol 4ll6 (z;y) szampér van, amelyre — — — = 2008 teljestil?
r oy

1
+ = , akkor igazoljuk, hogy = + — egész szam.
x

-
B
3



3. Az ABC héaromszog A cstcsbol huzott belss szogfelezGje a BC oldalt P-ben metszi. A C cstucsboél indulo CT
magassag az E pontban felezi az AP szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy ha a PCE haromszog teriilete kétszerese az AT E
haromszog teriiletének, akkor az ABC haromszog derékszogi.

4. A 34 éves ADONISZ aruhazlanc sziiletésnapi ajandékként vasarlaskor vevsinek minden 100 forintos tétel utan
egy olyan sorsjegyet ad, amelyen az aruhdz embléméaja lathat6. Ha a vevd be tudja irni a korokbe a szamokat 1-t6l
13-ig 4gy, hogy minden szdm pontosan egyszer szerepeljen, és a beirt szamok Osszege minden egyenes vonal mentén
34 legyen, akkor a sorsjegy részt vesz a sorsolason. Egy vevd tobb sorsjegyet is leadhat, de két sorsjegyet nem tolthet
ki azonos modon. Legaldbb hany forintért visarolt az a vevd, aki a legnagyobb esélyt akarja biztositani maganak, azaz
az Osszes lehetséges modon kitoltotte a sorsjegyeket?

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Induljunk ki egy tetszGleges 2008 jegyt szambol, és képezziink az alabbi szabdly szerint egy egészekbdl allo
szamsorozatot. A sorozat kovetkezs tagjat az el6zébol ugy kapjuk, hogy annak szamjegyei Osszegét z-szel jelolve

x(x —1)
2

Bizonyitsuk be, hogy akarmilyen 2008-jegyt egész szambol indulunk is ki, a kapott sorozat 2007. és 2008. tagja
egyenld.

kiszdmoljuk az kifejezés értékét.

2. Egy négyzet alaku asztal négy laba 1 méter hosszi. Mindegyik 1abbdl levaghatunk egy egész deciméternyi
darabot. Az is lehet, hogy semmit nem vagunk, és az egész labat is levaghatjuk. A vagasok hosszat egy rendezett
(v1,v2,v3,v4) négyessel irhatjuk le, a labakat megkiilonboztetjiik.

Hanyféle (v1,ve,vs,v4) vagasra teljesiil, hogy a megmaradt asztal nem billeg?

Az asztal akkor nem billeg, ha elhelyezhet$ a vizszintes talajon ugy, hogy mind a négy 1ab leér a foldre.

3. Az n természetes szamot bdjosnak nevezziik, ha Gsszetett, és egynél nagyobb osztoi felirhatok egy kor keriiletére
gy, hogy a szomszédos szdmok nem relativ primek.
Hany bdjos szam van az {1,2,3,...,100} halmazban?

III. kategoria: Specialis tantervi osztalyokban tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Egy sorozatot a kovetkez6 moédon adunk meg: ag =9, és ag+1 = 3ai + 4ai, ha k£ > 0. Bizonyitsuk be, hogy aig
legalabb 1000 darab kilences szamjegyre végzodik!

2. Bizonyitsuk be, hogy az 14+ 2+ ...+ n 0sszeg semmilyen természetes szam esetén sem végzédhet sem 12-re, sem
13-ra, sem 14-re!

3. Legyen A, = {1;2;3;...;n}, ahol n > 3. Tekintsiik az A,, halmaz olyan haromelemi részhalmazait, amelyek
elemei egy haromszog oldalhosszai lehetnek. Az ilyen tulajdonsagt haromelemd részhalmazok szamat f(n)-nel jeloljik.
Mekkora n értéke, ha

f(n+1)— f(n) =1007

4. Az A, B, C, D és E egy kor keriiletének olyan pontjai, amelyekre igaz, hogy
ABC<« = CDE< = BCD< = 45°.

Bizonyitsuk be, hogy
AB? + CD? = BC? + DE>.



c

5. Bergengocidban G szamrendszert vezetnek be. A pozitiv egészeket
nzak...alaozak-Qk—i—...—i—al -2+ ag

alakban irjak fel, ahol a; € {0, 1, 2}.
Ebben a rendszerben egy szam tSbbféle mddon is felirhato. Példaul:

18=2010=2-84+1-2=10010=1-164+1-2.

Hanyféle kiilonbozé felirasa van a 2008-nak ebben az 4j szamrendszerben?

Masodik (dontd) forduld

1. A vy szdmnégyes az ay, by, ¢1, di pozitiv egész szdmokbol all, ahol v = (a1;b1;¢1;dy), és a1, by, c1, di egyike
sem nagyobb 2008-nal. A v rendezett szamnégyes: vo = (ag; be; c2; dz), ahol as = |a; — b1, ba = |b1 — 1|, c2 = |e1 — d4,
dy = |d1 — a1]. Teljesen hasonlé modon a v,41 szamnégyes képzési szabélya v, 11 = (@nt1;bn41; Cnt1; dny1) esetén
An+1 = |an — by, bnt1 = [bn — cnl, cnt1 = |cn — dnl, dnt1 = |dyn, — ay|. Bizonyitsuk be, hogy vagos = (0;0;0;0)!

2. Hatarozzuk meg az Gsszes pozitiv egészekbdl allo (x;y) szampart, ami kielégiti az alabbi egyenletet:
vz —1)=2°—1.
3. Az ABC szabélyos haromszog AB oldalanak a felezGpontjatol kiilonbozs tetszoleges belsé pontja P. Az APC

haromszog beirt kore k1, a BPC haromszog beirt kore ko. A k1 és ko kornek a PC egyenestdl kiilonb6z6 kozos belsd
érintGje a @ pontban metszi az AB szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy a @ pont helyzete fliggetlen P megvalasztésatol!



