A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

1. A hegyesszigii ABC' hdromszég magassdigpontja H. Az a H-n dtmend kér, amelynek kizéppontja a BC szakasz
felezépontja, a BC egyenest Ai-ben és Aa-ben metszi. Hasonléan, az a H-n dtmend kor, amelynek kézéppontja a C A
szakasz felezdpontja, a C A egyenest By-ben és Ba-ben metszi, az a H-n dtmend kor pedig, amelynek kézéppontja az
AB szakasz felezdpontja, az AB egyenest Cq-ben és Ca-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy az Ay, As, B1, Ba, C1, Co
pontok eqy korin fekszenek.

Kornis Krist6f megoldasa. Legyenek rendre kg, ky, k. az Ay Aa, B1 By, C1Cy atmérdji korok; Fap, Fee, Foa
rendre az AB, BC, C A szakaszok felezGpontjai. Két kor hatvanyvonala nyilvanvaloan merdleges a kézéppontjaikat
Osszekots egyenesre. Emiatt k, és k, hatvanyvonala, és C'H is mer6leges FpcFac-re, de mivel mindkettének eleme
H, e két egyenes egybeesik, azaz a C pontnak a k, és k, korokre vonatkozd hatvianya megegyezik. Vagyis

OAl . CA2 = OBl . OB2

Azaz Ay, Ag, By, By egy koron fekszenek, melynek kézéppontja az A; As és a By Be szakaszok felez6merdlegeseinek
metszéspontja. Ezek a felezGmerdlegesek viszont éppen egybeesnek az oldalfelezd merélegesekkel, azaz az Ay As By B
kor kozéppontja O, ha O a koriilirt kor kozéppontja, tehat

0OA; =0As =0B; = OBs.
Hasonléan bizonyithatjuk, hogy

OA1 = OA2 =0C; =0Cy =
= OAl = OA2 = OBl = OBQ =
= 0C1 = 0Cs.

2. (a) Mutassuk meg, hogy az

2 2 2
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Y >1

+ +
(-1 (y—-172 (z-12"
egyenldtlenség teljesil minden olyan, 1-t6l kilonbézd x, y, z valdos szdmok esetén, amelyekre xyz = 1.
(b) Mutassuk meg, hogy van végtelen sok olyan, 1-t6l kilonbizd raciondlis szdmokbdl dllé x, y, z szdmhdrmas,
amelyre xyz = 1, és amelyre a fenti egyenldtlenségben az egyenldség esete dll fenn.

z oy z

Korandi Déaniel megoldasa. Legyen a =
1—x 1—y

abc = ryz = 1 —
1-z)A-y)A-2) @(@-z)1-y)1-2)

=(a+1)(b+1)(c+1),




azaz
(1) (a+ 1)+ 1)(c+1)—abc=ab+ac+bc+a+b+c+1=0.
Ugyanakkor
(2) (a+b+ct+1)’ =a®>+b0>++1+2ab+ac+bc+a+b+c)=
=a®+0+F2 -1

Azt kaptuk tehat, hogy a® +b? + ¢ — 1 > 0, a feladat (a) része pedig pont ezt kérdezi.
A (b) rész végtelen sok olyan (z,y, z) racionalis szamokbol 4ll6 harmast keres, amire xyz = 1 és felhasznélva (2)-t,

a+b+c+1=0.(1) szerint a + b+ ¢+ 1 = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha ab + ac + bec = 0, ami ekvivalens

1

-+ 5 + — = 0-val, mivel abc # 0. (z, y, z egyike sem 0, mivel a szorzat 1. Ekkor viszont a, b, ¢ sem lehet 0.) Visszairva
a c

a, b, c értékét:

3-at hozzadadva mindkét oldalhoz: L1 1
-+ -+ -—=yz+xrz+22=3.
x Yy =z
Azaz olyan szdmharmasokat keresiink, amire xyz = 1 és xy + xz + yz = 3, valamint x,y, z # 1.
. 1 1
Irjunk be x helyébe —-t. — 4+ = 4+yz = 3 racionélis megoldasait keressiik. Szorozva yz-vel egy masodfoku egyenletet
y=  z Yy
kapunk y-ra:
22 +(1=32)y+2=0.
Olyan racionalis z-t keresiink, amire ennek az egyenletnek a gyokei is raciondlisak, ehhez az kell, hogy a diszkriminans
egy raciondlis szam négyzete legyen:
D=(1-32)"—42= 42>+ 922 —624+1= (2 — 1)(—422 + 52— 1) =

= (z—1)*(1 —42).

Mivel y racionalis, azért (z — 1)2 egy racionélis szam négyzete, igy sziikséges, hogy 1 — 4z is egy raciondlis szam

négyzete legyen. Ehhez viszont tetszéleges raciondlis ¢-ra elég z = -et valasztani. Ekkor y is racionélis lesz, s

1
igy x = — is. Tehat van végtelen sok racionalis megoldas. Ezzel igazoltuk a (b) részt is.
Yz

3. Bizonyitsuk be, hogy van végtelen sok olyan n pozitiv egész szim, amelyre (n2 + 1)-nek van olyan primosztdja,
ami nagyobb, mint 2n + v2n.

Lovasz Laszlé Miklos megoldasa. A bizonyitandé allitas kovetkezik az alabbi allitasbol:
Végtelen sok p prim van, amihez létezik olyan n, hogy

2n+V2n<p, é p|n®+1.

Ha ugyanis csak véges sok megfelels n lenne, akkor, mivel (n? + 1)-nek véges sok kiilénb6z6 primosztéja van, csak
véges sok megfelel§ p lenne.
Ismert, hogy végtelen sok p = 4k + 1 alakt prim van, és hogy ezekre létezik olyan n, amire p | n® + 1. Legyen

p > 20 egy 4k + 1 alaka prim. Nyilvan létezik ekkor ilyen n a (0, p) intervallumbarl]. Ha n > g, akkor p —n < g, igy
(p—n)l+1=n2+1=0 (p).

Tehat van megfelel6 pozitiv egész n, amire n < g, vagyis 2n < p.

—k
Legyen n = pT Mivel p paratlan, k£ > 0:

In p szerinti osztasi maradéka megfelels lesz.



E*>0,4>0 = k?®44 >0, tehat k* +4 > p, amibsl k > \/p — 4. Ekkor tehat

p—k<p—\/p—4
2 - 2 ’

n =

vagyis

2n<p—+/p—4, 2n++/p—4<p, p—4>2n++/p—4—4.

Mivel p > 20, \/p —4 >4, amib6l p —4 > 2n = /p — 4 > Vv2n. Azt kaptuk tehat, hogy
p>yp—4+4+2n>vV2n+2n.

Tehat ha p elég nagy, létezik hozza megfelels n, igy mivel végtelen sok 4k + 1 alakd prim van, végtelen sok megfelels
p van, és ezért végtelen sok megfelels n van.

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan f: (0,00) — (0,00) fiigguényt (f tehdt a pozitiv valds szamok halmazdbdl a
pozitiv valds szdmok halmazdba képez), amelyre

(F)*+ (f@)° _ w?+a?
P+ P2

teljesiil, valahdnyszor w, x, y, z olyan pozitiv valds szamok, amelyekre fenndll: wx = yz.

Kiss Viktor megoldasa. Helyettesitsiik be w = x = y = z = 1-et. Teljesiil az wz = yz feltétel, tehat

2f3(1) 12412
2f(1) 12412

f(1) > 0, tehat egyszerisithetiink vele, kapjuk, hogy f(1) = 1. Ezutan helyettesitsinkbe w = 1, x = a,y = 2 = a-
t, ahol a tetszGleges pozitiv valos szam. Teljesiil, hogy wz = yz, tehat

PO+ ) 1+ f0) _1+a
2/ (a) 2@ 20

f(a) és a is pozitiv, tehat szorozhatunk veliik, kapjuk, hogy

a(l+ f*(a)) = fa)(1+a?),

azaz

fAa)-a— fla)(1+a®)+a=0,

Ez mésodfoku egyenlet f(a)-ra, megoldasai a kovetkezdk:

B 1+a2+4/(1+a2)? - 4a2 1+ a®+V1Fal 242
N 2a N 2a '

f(a)

Ha a > 1, akkor

71—|—a2:|: (a2—1)271+a2:|:(a2—1)

fla) 2a 2a

=a vagy

Ha a < 1, akkor

71—|—a2:|: (1—@2)271_“12:&(1_&2)
N 2a N 2a

f(a)

=a vagy

1
Tehat megkaptuk, hogy f(a) értéke tetszoleges a-ra a vagy —. Tegyiik fel, hogy létezik a,b # 1, hogy
a

) 1
flay=a & f(b)=+.
Helyettesitsiink be w = a, x = b, y = 1, z = ab-t.
L eset: f(ab?) = a®b?. Ekkor
Pla+ 20 _a®+g a4

f(A2) + f(a?b?)  1+4a%® 14 a?b?’

1
ami nem lehet, hiszen b # 1 és pozitiv, tehat b* # R



1
IL. eset: f(a®b?) = poTex Ekkor
a

f2(a) + £2(b) B a2+bi2 B a*b? + a? a® +b?

FA2) + f(@®0?) 1+ > a??+1  1+a?h?’

ami csak akkor teljesiilhetne, ha a* = 1 teljesiilne (hiszen a pozitiv), de ez nem igaz. Tehat megkaptuk, hogy vagy

1
minden a # l-re f(a) = a, vagy minden a # l-re f(a) = ’ (mivel f(1) = 1, azért a két széba jové fliggvény az

1
f(z) = x és az f(x) = —). Most belatjuk, hogy mindkét fiiggvény teljesiti a feladat feltételeit. Ha az f(z) = a-et
T

tekintjiik, akkor
f2w) + f2(x) w422

F) + () 2+ 22

trivialisan teljesiil.
1
Ha f(x) = - akkor

L) + ) gr et LW
T+ G~ 22

22222 + wly2? _ (22 + w?)y?22 _ 22 +w? (hiszen wz = yz)
2r2w? + y?rw? (Y2 +22)2%w? y? 4 2? "

z

1
Tehat csak az f(z) = x és f(x) = — fiiggvények teljesitik a feladat feltételeit, és ezek valoban teljesitik azokat.
x

5. Legyenek n és k pozitiv egészek, amelyekre k > n és k — n pdros szam. Adott 2n lampa, amelyek 1-tél 2n-ig
vannak szdmozva, és amelyek mindegyike be (kapcsolt) vagy ki(kapcesolt) dllapotban lehet. Kezdetben mindegyik ldmpa
ki dllapotban van. Lépések egy sorozatdt tekintjik: egy lépés abbol dll, hogy valamelyik lampa dllapotdt megudltoztatjuk
(be-rdl ki-re vagy ki-rdl be-re).

Legyen N az olyan, k lépésbdl allo sorozatok szama, amelyek eredményeképpen az 1-tdl n-ig szamozott lampadk
bekapesolt, az (n + 1)-tdl 2n-ig szamozott ldmpdk pedig kikapcesolt dllapotban lesznek.

Legyen M az olyan, k lépésbdl dllé sorozatok szdma, amelyek eredményeképpen az 1-t6l n-ig szamozott lampdk
bekapcsolt, az (n + 1)-t6l 2n-ig szdmozott lampdk pedig kikapcsolt dllapotban lesznek, és a sorozatban az (n + 1)-tél
2n-ig szdmozott lampdk semelyikét sem kapcsoljuk be semmikor.

Hatdrozzuk meg az N/M hdnyados értékét.

Eisenberger Andras megoldasa. N/M = 2"

Alkossunk egy megfeleltetést tgy, hogy minden M-beli sorozatot 2¥~™ db N-belinek feleltetiink meg tugy, hogy
minden N-belit pontosan egyszer kapjunk meg.

Vegytink egy M-beli m sorozatot. (Ebben a sorozatban tehat 1-t6l n-ig minden lampat paratlan sokszor kapcsol-
tunk at.) Induljunk el sorban a sorozat lépésein. Amikor olyan lampat kapcsolnank at (legyen az 4. lampa), amit m
szerint még egy késsbbi lépésben is kapcsolunk majd, akkor kétféleképp folytathatjuk: az . lampat vagy az (n + ).
lampat kapcsoljuk, ezutdn tovabb megyiink a kovetkezs 1épésre. Ha nem ilyen a lépés, tehat m-ben mar tébbszor nem
kapcsolnank ezt a lampat, akkor megnézziik, hogy eddig hanyszor kapcsoltuk az ¢. lampat. Ha paros sokszor, akkor
most is az . lampat kapcsoljuk, ha paratlan sokszor, akkor az (n + 7). lampat (itt tehat nincs valasztasunk). Ezzel a
modszerrel a végén az i. lampa biztosan be lesz kapcsolva, az (n + 7). pedig biztosan ki, mivel az eredeti sorozatban és
most is az i. paratlan sokszor szerepelt, igy most az (n + 7). lampat biztosan paros sokszor kapcsoltuk. Mindamellett
az eredeti sorozathoz hasonléan k lépést hajtottunk végre, ezért az igy kapott sorozat N eleme.

A sorozat alkotasa soran az elsé n lampéat legalabb egyszer kapcsoltuk, igy n olyan lépés volt, amikor valamelyiket
utoljara kapcsoltuk, tehat a maradék (k — n) lépés volt az a fajta, ahol vélasztasunk volt. Vagyis az M minden
eleméhez az N-nek 287" elemét rendeltiik. Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy N minden elemét pontosan egyszer
kaptuk meg. Ez azért igaz, mert ha vesziink egy sorozatot N-bol, és minden olyan kapcsoléas helyett, ahol az (n + 7).
lampat kapcsolnank, az ¢. lampat kapcsoljuk, akkor megkapjuk M-nek azt az egyetlen sorozatat, amibél ezt az N-beli
sorozatot kaphatjuk. Es az is egyértelmi, hogy melyik dontésnél hogyan kell dénteni ahhoz, hogy ezt kaphassuk.

6. Legyen ABCD konvex négyszog, amelyben BA # BC'. Jeldlje wy, ill. we az ABC, ill. ADC hdromszogek beirt
korét. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan w kor, amelyik érinti a BA félegyenes A-n tili részét és a BC' félegyenes C-n
tuli részét, tovabbd érinti az AD és CD egyeneseket. Bizonyitsuk be, hogy az wi €s we kirok kozds kilsd érintdi az w
kéron metszik eqgymdst.

Tomon Istvan megoldasa. Lemma: Ha egy ABCD négyszognél létezik az w kor, akkor

AB+ AD =CB+CD.



Bizonyitas: Legyenek az w kor érintési pontjai az oldalegyenesekkel az dbrdn lathaté modon Ty, Ts, T, T4. Ekkor
felhasznalva, hogy egy adott pontboél a kérhoz huzott érintéknek hossza megegyezik, azt kapjuk, hogy

(1) BT, = BTy.
Ezen kiviil a kovetkezs egyenl&séglanc teljestil:

BTy =BC+CTy=BC+C1T,=BC+CD+ DI, =BC+CD + DT3 =
=BC+CD+ AT — AD =BC+CD + ATy — AD =
=BC+CD+ BTy — AD — AB.

Ezt 6sszevetve (1)-gyel azt kapjuk, hogy BC' + CD = AB + AD, s ezzel a Lemmaét bebizonyitottuk.

Most térjiink ra a feladat bizonyitasara. Huzzuk meg az wy kor AC-t6l kiilonb6z6, AC-vel parhuzamos érintGjét,
érintse ez wi-et az B’ pontban. wy és AC érintési pontja legyen E, wo és AC érintési pontja F', ezen kiviil hiizzuk meg

az w kornek az AC-vel parhuzamos érintGjét, amely elvalasztja B-t w-tol, érintse ez w-t a H pontban.

—-AB+ B A —CD+AD+ A
+BC+C 6s AF — CD + + O,tehataLemma alapjan

2 2
CFE = AF. Ez azt jelenti, hogy F az ABC haromszog AC oldaldhoz irt kornek az érintési pontja, tehat ha az AC-vel

E'-n 4t hizott egyenest B-b6l AC-be nytjtjuk, akkor E' az F-be keriil, igy B, E’, F egy egyenesen vannak, tehat B,
E', F, H egy egyenesen vannak.

Az ismert Osszefiiggés alapjan CE =

Legyen H' az wy és we kozds kiilsé érintdinek metszéspontja. Ekkor a H'-bél az wo-t az w; korbe nagyithatjuk, s
ekkor az F pont az E’ pontba megy at, igy H', F, E' egy egyenesen vannak. Vagyis B, E', I, H, H' egy egyenesen
vannak, azaz nézziik csak azt, hogy B, F, H, H' egy f egyenesen vannak. Hasonléan, ha D-t tekintjiik a nyujtés
kozéppontjanak, akkor H, D, F', E egy egyenesen vannak. Tekintsiik Gjra a H'-b6l az ws nagyitasat wi-be. Ekkor az
F' pont E-be megy at, igy H', F’, E egy egyenesen vannak. Tehat H', H, D, E egy e egyenesen vannak. A BA # BC
feltétel biztositja, hogy a BF' egyenes nem azonos a DFE egyenessel. Ezért az e és az f egyenesek kiilonbozsk, tehéat
csak egyetlen kozos pontjuk van. Igy sziikségképpen H = H', s mivel H rajta van a koron, igy H' is, s ezzel az allitast
bebizonyitottuk.



