Elsé nap

1. feladat. A hegyesszogi ABC haromszog magassagpontja H. Az a H-n 4tmend kor, amelynek kézéppontja a BC
szakasz felezGpontja, a BC egyenest A;-ben és As-ben metszi. Hasonldan, az a H-n &tmend kor, amelynek kézéppontja
a C'A szakasz felezSpontja, a C A egyenest Bi-ben és Bo-ben metszi, az a H-n 4tmend kor pedig, amelynek kézéppontja
az AB szakasz felezépontja, az AB egyenest Ci-ben és Cy-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy az Ay, Az, By, Ba, C1,
C5 pontok egy koron fekszenek.

2. feladat. (a) Mutassuk meg, hogy az
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egyenl6tlenség teljesiil minden olyan, 1-t6l kiilénb6z6 z, y, z valés szamok esetén, amelyekre xyz = 1.
(b) Mutassuk meg, hogy van végtelen sok olyan, 1-t6l kiilonb6z6 raciondlis szamokbol &ll6 x,y, z szamharmas,
amelyre zyz = 1, és amelyre a fenti egyenlGtlenségben az egyenl6ség esete all fenn.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy van végtelen sok olyan n pozitiv egész szam, amelyre (n? + 1)-nek van olyan
primosztdja, ami nagyobb, mint 2n + v2n.
Masodik nap

4. feladat. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f: (0,00) — (0, 00) fiiggvényt (f tehat a pozitiv valos szamok halma-
zabol a pozitiv valés szamok halmazaba képez), amelyre
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teljesiil, valahanyszor w, x, y, z olyan pozitiv valés szamok, amelyekre fennall: wxr = yz.

5. feladat. Legyenek n és k pozitiv egészek, amelyekre k > n és k — n péaros szam. Adott 2n lampa, amelyek 1-t6]
2n-ig vannak szamozva, és amelyek mindegyike be(kapcsolt) vagy ki(kapcsolt) allapotban lehet. Kezdetben mind-
egyik lampa ki allapotban van. Lépések egy sorozatat tekintjiik: egy 1épés abbdl 4ll, hogy valamelyik lampa allapotat
megvaltoztatjuk (be-rél ki-re vagy ki-rél be-re).

Legyen N az olyan, k lépésbdl allé sorozatok szama, amelyek eredményeképpen az 1-t6l n-ig szdmozott lampéak
bekapcsolt, az (n 4 1)-t8l 2n-ig szamozott lampak pedig kikapcsolt allapotban lesznek.

Legyen M az olyan, k 1épésbdl allo sorozatok szama, amelyek eredményeképpen az 1-t6l n-ig szdmozott lampak
bekapcsolt, az (n + 1)-t6l 2n-ig szamozott lampak pedig kikapcsolt allapotban lesznek, és a sorozatban az (n + 1)-t6l
2n-ig szadmozott lampak semelyikét sem kapcsoljuk be semmikor.

Hatarozzuk meg az N/M hanyados értékét.

6. feladat. Legyen ABCD konvex négyszog, amelyben |BA| # |BC|. Jelolje w1, ill. we az ABC, ill. ADC harom-
szogek beirt korét. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan w kor, amelyik érinti a BA félegyenes A-n tuli részét és a BC
félegyenes C-n tuli részét, tovabba érinti az AD és CD egyeneseket. Bizonyitsuk be, hogy az w; és we korok kozos
kiils6 érint6i az w koron metszik egymast.

! Az olimpia honlapja: http://www.imo-2008.es/.



