Egy merev test valamely rogzitett tengely koriili forgémozgasanak alapegyenlete:
M =072,

ahol M a testre hato kiils6 erék forgatényomatéka az adott tengelyre vonatkoztatva, 8 a test szoggyorsuldsa, ©
pedig a testnek az adott tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka. Lathatd, hogy © hasonlé szerepet tolt
be a forgomozgas leirdsanal, mint az F' = ma mozgasegyenletben a témeg. Az alabbiakban néhény, a tehetetlenségi
nyomatékkal kapcsolatos tételt mutatunk be, és igazoljuk is azokat.

Egy adott tengelytsl r tavolsagra 1évé m tomegl tomegpont tehetetlenségi nyomatéka definicié szerint

(1) 0 = mr2.

N darab témegpontbdl 4ll6 rendszer tehetetlenségi nyomatéka az egyes tomegpontok tehetetlenségi nyomatékainak az
0sszege:

N
((2)) @zmlrf—l—mzrg—l—...—kmNrfv:Zmirf,
i=1

ahol m,; az i-edik tomegpont tomege, r; pedig a tengelytél mért tavolsaga.

A (2) egyenletbdl kovetkezik, hogy tobb testbdl 4llo rendszer tehetetlenségi nyomatéka megegyezik az egyes testek
tehetetlenségi nyomatékainak az Osszegével. Ez az un. addicios tétel.

Ugyancsak a (2) Osszefiiggésbdl kovetkezs tulajdonsag, hogy egy rendszer tehetetlenségi nyomatéka nem valtozik,
ha annak pontjait a tengellyel paArhuzamosan eltoljuk, és akkor sem valtozik meg a tehetetlenségi nyomaték, ha egy
testet a kérdéses tengellyel parhuzamosan Gsszelapitunk vagy megnytjtunk. Ez a megallapitas lapitdsi tétel néven
ismert. Eszerint példaul egy homogén hengernek, egy lapos korongnak és egy (elméletileg végtelen vékony) kdrlapnak
a korlapjukra meréleges tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka megegyezik, ha a testek tomege is és a sugara
is ugyanakkora (1. dbra).

Ha egy lapos (sikbelinek tekinthetd) test tehetetlenségi nyomatékat vizsgaljuk, érdekes megallapitasra juthatunk.
Tekintsiik a testnek egy tetsz6leges pontjat! Vegyiink fel egy derékszogi koordindta-rendszert, melynek origdja ez a
kivalasztott pont, z tengelye mer6leges a lapos test sikjara, a masik két tengely pedig a 2. dbrdn lathaté méddon a
sikban fekszik.

2. dbra

A z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték az dbra jeloléseit és a (2) definiciot hasznalva

N
((3) 0. =Y mir?



4 . 2 2 2 2
és mivel r; = x7 + y;, fennall

N N
((4)) 0. = Zmzxf + Zmlyf
=1 =1

N
Vegyiik észre, hogy (4) jobb oldalanak elsé tagja nem méas, mint az y tengelyre vonatkoz6 ©, = Z mixf, maésodik tagja
i=1
N

pedig az z tengelyre vonatkoz6 ©, = Z msy? tehetetlenségi nyomaték, hiszen az Gsszegekben az egyes témegpontok

=1
tomegének és az adott tengelytsl mért tavolsdg négyzetének szorzata szerepel. Lapos testekre érvényes tehat a
((5)) 6.-0,+0,

Osszefiiggés, azaz egy lapos testnek a lapjara merdleges, egyébként tetszéleges tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatéka megegyezik a tengelyt metsz6, két egymasra meréleges, a siklapban fekvd tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomaték 6sszegével. Ezt a tételt poldris-ekvatoridlis tételnek hivjuk.

Végiil igazoljuk a — K6MalL olvaso6i koziil bizonyéra sokaknak ismerds — Steiner-tételt, miszerint a témegkozépponton
(TKP) atmend tengellyel parhuzamos, attol d tavolsagra 1évé6 tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték

6 _ @(TKP) + md2,

ahol m a test tomege, OTKP) 4 tomegkdzépponton dtmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték.
Tekintsiink elGszor egy lapos testet! A tomegkozépponton és az A ponton atmend tengelyek legyenek merdlegesek
a test sikjara (lasd a 3. dbrdt!)

3. dbra

A testet kicsiny tomegpontokra bontva az i-edik tomegpontba mutato r; és r, vektorok kozotti kapcsolat 7} =
r; — d. A tengelyek tavolsaga |d| = d. Az A ponton atmend tengelyre vonatkozoé tehetetlenségi nyomaték

N N N N
©) O = Y mrt? = Y m(r ) = Y mirs? = 2 ( Y mir )+ me =
=1 =1 =1

i=1
= 0(TKP) 4 nd?,

N
ahol kihasznaltuk, hogy a tomegko6zéppont definicidja szerint Z m;r; = 0. Ezzel lapos testre belattuk a Steiner-tételt.
i=1
Vizsgaljunk most egy tetsz6leges (tehat nem lapos) merev testet! Osszuk fel a szoéban forgo testet M darab lapos
szeletre olyan sikokkal, amelyek merélegesek egy — a TKP-n atmend — tetsz6legesen kivalasztott tengelyre. A 4. dbrdn
a J-edik ilyen szelet lathato, jeloljik ennek tomegét m j-vel. (A nagybetis index hasznalata arra utal, hogy itt most
nem tomegpontokrol, hanem lapos szeletekrdl beszéliink.)

4. dbra



A merev test tomegkozéppontjan atmend tengely a lapos szelet sikjanak A pontjan, egy vele parhuzamos masik
tengely pedig a B pontjan halad keresztiil. A 4. dbran a vizsgalt szelet tomegkozéppontjat (TKP ;) is feltlintettiik. A
szelet A és B pontjan, valamint sajat tomegkozéppontjan atmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak
kapcsolata a (6) Osszefliggés és a 4. dbra alapjan:

(7) O =05 " £ myrige,,
(®) 05" = 0™ £ my(roxe, — d)’ =

= @E,TKP) + de2 — 2d(mJ "'TKP,;) +my T’2I‘KPJ'
A (7) és (8) osszefliggésekbol
((9)) @SB) = @SA) + de2 — 2d(mJ TTKPJ)

adodik. Az addicids tétel szerint a merev test tomegkozéppontjan dtmend tengelyre, illetve egy azzal parhuzamos, téle
d tavolsagra levs tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékok kozotti Gsszefiiggés:

M M
((10)) 0B =3~ 0P = 5" [0V +myd® - 2d(m; rixe,)] = O + md?.
J=1 J=1
M
(Ismét kihasznéltuk, hogy a tomegkozéppont definicidja szerint Z myg rrrp, = 0.) Ezzel a Steiner-tételt altalanosan
J=1

igazoltuk.
Az el6z6 tételek ismerete lehetévé teszi, hogy bizonyos esetekben elemi modszerekkel is meghatarozhassuk egy-egy
test tehetetlenségi nyomatékat.

1. példa. Hatarozzuk meg egy m tomegi, L hosszisagi, homogén tomegeloszlasi vékony rid tehetetlenségi nyo-
matékit a hossztengelyére merdleges tomegkozépponti tengelyre!

Megoldas. Jeldljiik a kérdéses tehetetlenségi nyomatékot ©,, r-lel, ahol az index a rad tomegére és a hosszara utal.
Hosszabbitsuk meg gondolatban a vizsgélt rudat olymédon, hogy mindkét végéhez egy-egy, az eredetivel megegyezé
tomegli és hosszusagu rudat erdsitiink (5. dbra). Ekkor egy 3m tOmegd és 3L hosszusagu testet kapunk. Ennek
tehetetlenségi nyomatéka az addicios tétel és a Steiner-tétel felhasznalasaval igy szamithato:

((11)) O3m3L = Om.1, +2(Op, 1 + mL?).
L
]
m
L L L
[ 0 [ | |
m m L m
5. abra

Maésrészt viszont (2) alapjan nyilvan igaz, hogy
Oszm,3r =3O 3L és Omar =3O 1,
vagyis
((12)) O3m3L =27-Om L.

(11) és (12) Osszevetésébdl a vékony rad tehetetlenségi nyomatékara

1
((13)) Om,1 = 75mL*

adodik.

2. példa. Hatarozzuk meg egy m tomegt, R sugaru, homogén tomegeloszlasu vékonyfali gombhéj (példaul egy
pingponglabda) tehetetlenségi nyomatékat a kézéppontjan atmend tengelyre! (Felhasznalhatjuk, hogy egy homogén,

tomor gomb tehetetlenségi nyomatéka ng2.)



Megoldas. Jeloljiik a gombhéj vastagsagat h-val (h < R), és szamitsuk ki a gombhéj strtiséget! Mivel a térfogata

4 h h?
RB — %(R_h):i :47TR2h <1 - E + W) %47’(’R2h,

_471'

V =
3
a stirtség jo kozelitéssel
m
14 =
((14) 0= o

A gombhéj keresett © tehetetlenségi nyomatékat az addicids tétel felhasznalasaval hatdrozhatjuk meg. A gbmbhéj
és egy (R — h) sugart t6mor gomb egyiitt egy R sugart tomor gdmbot képez, igy fennall

2 2 4 3 2 2 4 3
O+=(R—h)"-—(R—h)’o==-R°-—R
+:( )5 ye=¢ 5 e,
ahonnan (14) felhasznalasaval és algebrai atalakitdsok utan kapjuk:
8 5 8T m 2
15 ©=—0o[R°—(R-h)’] ~ —- -5R*h = ZmR*.
(1)) 5ol = ( VI~ trren 3"

3. példa. Hatarozzuk meg egy m tomegl, R kiilsé és r belsé sugard, L hosszisagi, homogén tomegeloszlasa
egyenes cs6 tehetetlenségi nyomatékat a hossztengelyére merdleges tomegkozépponti tengelyre! (Felhasznalhatjuk az
1. példa végeredményét, valamint azt, hogy egy homogén, tomor rad tehetetlenségi nyomatéka a szimmetriatengelyére
vonatkoztatva mR?/2.)

Megoldas. Szeleteljiik fel a testet a forgastengelyére merdlegesen sok vékony, Az vastagsagu, kiilon-kiilon mar

laposnak tekinthetd ,korgytrire”. Egy-egy ilyen darabka témege

A
((16)) Am=m =",

L
a sikjara meréleges, tomegkozépponti tengelyre vonatkozd ©; tehetetlenségi nyomatéka pedig — az addicids tétel
értelmében — egy R és egy r sugard tOomor korong tehetetlenségi nyomatékanak kiilonbségeként all elg. Mivel a test
strisége

m
]- = —-———
() 0=
a korgytri-szelet tehetetlenségi nyomatéka
18 0, = 1 oR*tAz)R? — 1 or?mAZ)r?.
2 2
Ez (16) és (17) felhaszanalasaval igy is felirhato:
1
((19)) 0 = 5Am(RZ’ +72).

Minket azonban nem ez (a lapos test sikjara mercleges tengelyhez tartozo), hanem a test sikjéban fekvd tomegko-
zépponti tengelyre vonatkozd ©2 tehetetlenségi nyomaték érdekel. A poléaris-ekvatorialis tétel és a forgasi szimmetria
felhasznalasaval ©1 = ©5 + O4, azaz

((20)) 0, — % — LAm(E? +1?)

Az egyes korgytri-szeletek tehetetlenségi nyomatéka a csé kozéppontjan dtmend (a szeletke sikjatol z tavolsagra
fekvé) tengelyre vonatkoztatva a Steiner-tétel értelmében

1
((21)) AO = ZAm(}z? +7?) + Am 22
Az egész cs6 tehetetlenségi nyomatéka a kérdéses tengelyre az addicios tétel alkalmazaséaval kaphato meg:

((22)) 0= ZA@:Z%Am(Rur?HZAmz?.

A jobb oldal utolso tagja nem méas, mint egy m témegd, L hosszusagn rud tehetetlenségi nyomatéka a radra meréleges

tomegkozépponti tengelyre, ami a (13) Osszefiiggés szerint EmLQ. Végeredményiink tehat:

_1 2 2y, L 1o
((23)) e = 4m(R +7r7) + 12mL :



