A Minkowski-féle 6sszeadas egy alkalmazasa

A 2006. évi Matematikai Didkolimpian a legnehezebb, 6. feladatra Osszesen 8 darab jo megoldas sziiletett; a fel-
adat nagyon nehéz volt. Az alabbiakban Kds Géza el6adasa nyoméan megmutatjuk, hogy milyen tudassal felvértezve,
miképpen oldhaté meg a feladat.

6. feladat. Egy P konvexr sokszog mindegyik b oldaldhoz hozzdrendeljik o legnagyobb teriiletd olyan hdromszig
teriletét, aminek egyik oldala b és ami benne van P-ben. Bizonyitsuk be, hogy a P oldalaihoz rendelt teriletek dsszege
legaldabb a kétszerese P teriletének.

A Minkowski-féle 6sszeadas

Ertelmezni fogunk egy ponthalmazokon értelmezett kétvaltozos miveletet, az tugynevezett Minkowski-féle Gssze-
addst. Ehhez a sik (vagy a tér) pontjait azonositjuk a helyvektoraikkal. Ekkor természetes modon értelmezhetjiik
pontok Gsszegét, mint a helyvektoraik dsszegéhez tartozé pontot. Hasonléan, tetszéleges P pont és A skalar esetén AP
az a pont, amelynek Ap a helyvektora (ahol p a P pont helyvektora).

Ezek utan az A és B ponthalmazok Minkowski-féle dsszege az A+ B = {A+ B | A € A, B € B} halmaz. Vizsgéljuk
meg ennek a miiveletnek a tulajdonsagait.

Elgszor is vegyiik észre, hogy az alakzatok vagy az origd eltolasa nem valtoztatja meg az Gsszeg ,alakjat”’, csak
annak helyzetét. Ezért aztan amikor alakzatok Gsszegét vizsgaljuk, akkor az origot tetszélegesen vehetjiik fol.

1. allitas. Konver alakzatok dsszege is konvex.

A + B akkor konvex, ha tetsz6leges két pontjaval egyiitt azok Osszekots szakaszat is tartalmazza, azaz minden
C1,Co€e A+ Bés0<\<1esetén
MO+ (1-=NCre A+ B

A bizonyitas ezek utan leolvashaté az 1. dbrdrol.

1. dbra

2. allitas. Legyen A és B egy-egy konvexr sokszdg, a csiucsaik (pozitiv kériljards szerint) Ay, Aa, ..., Ay, illetve
B1,Bs,...,Bny. Ekkor A+ B is konvex sokszdg, a cstcsai pedig megegyeznek az A; + B; (1 <i<n,1 < j <m)
pontok konvex burkanal«l Y csicsaival.

A definiciok alapjin ez is igen egyszertien adodik, a bizonyitast gondolja meg az olvaso.

Sziikségiink lesz egy tjabb fogalomra: az e egyenest egy sikbeli alakzat tdmaszegyenesének neveziink, ha az e egyik
oldaladn nincsen pontja az alakzatnak, de ugyanez mar nem teljesiil, ha az egyenest egy tetszélegesen kicsiny vektorral
eltoljuk az alakzat felé. Szemléletesen nyilvanvalé, és a megfelel§ eszkézok birtokdban a bizonyitas sem nehéz, hogy
egy korlatos alakzatnak minden irdnnyal parhuzamosan két tAmaszegyenese van.

Ha az irdnyokat vektorokkal adjuk meg, akkor beszélhetiink irdnyitott tAmaszegyenesekrsl: ennek a bal oldalara
esik az alakzat, amennyiben az adott vektorral azonosan iranyitjuk. Korlatos alakzatnak minden irdnyhoz pontosan
egy irdnyitott tamaszegyenese van.

3. allitas. Ha A € A és B € B pontja az A, illetve B v irdnyd tamaszegyenesének, akkor A + B is pontja az
A+ B dsszeg v irdnyu tdmaszegyenesének. Ennek az dllitdsnak a megforditdsa is igaz, ha C' € A+ B pontja az dsszeq
v irdnyd tdmaszegyenesének, akkor minden C = A+ B, A€ A és B € B felbontds esetén A és B sziikségképpen A,
illetve B megfeleld tamaszegyenesén vannak (2. dbra).

LA legkisebb olyan konvex tartomény, amely tartalmazza a pontok mindegyikét.



A+B

2. abra

(A bizonyitashoz toljuk el A-t és B-t ugy, hogy az origd a tamaszegyenesiikre essék, majd a pontok helyvektorait
bontsuk v-vel parhuzamos, és arra meréleges komponensekre.)

A és B legyenek tovabbra is konvex sokszogek. A 2. dllitdsban jellemeztiik az Osszegiik csucsait, nézziik meg, mint
mondhatunk ennek a sokszognek az oldalairol. Legyen P az A + B tetszOleges cstcsa, a pozitiv koriiljaras szerinti
kovetkezd cstics pedig legyen Q. Ekkor a 2. allitas szerint P = Ag+ By és Q = A, + B, valamilyen s, ¢, u, v indexekre.
Egy (zart) konvex sokszognek egy adott irdnya tdmaszegyenesén a sokszognek kett vagy egy csicsa van aszerint,
hogy a sokszognek van a tamaszegyenessel egyiranyt oldalvektora (ezeket pozitiv koriiljaras szerint iranyitjuk) vagy
sem. Az el6bbi esetben a két cstics az oldal két végpontja.

Mivel P és @ az 0sszeg (q — p) irdnyl tamaszegyenesén vannak, a 3. allitas szerint Ag és A, az A, By és B,
pedig a B ilyen irdnyu tamaszegyenesének pontjai. Ezért ha As # A,, akkor mindketts az A sokszog (q — p) irdnyu
oldalanak cstcsai, és ekkor sziikségképpen A, = A1 (An+1 = Aip). Tehat vagy A, = A1 vagy pedig A, = As, és
hasonl6 teljesiil By-re és B,-re is. Nem lehet, hogy egyszerre A, = A és B, = By, mert (Q # P; ha most A, = A1
és B, = Biy1, akkor az a, — a, és b, — b, oldalvektorok egyiranyuak (q — p)-vel és ezért egymassal is, és az Osszegiik
(a—p)-

Ha A, = A, és B, = B; koziil az egyik teljesiil, akkor A és B koziil csak az egyiknek van ilyen iranyu oldalvektora,
és az egyenls (q — p)-vel (ha mindkét sokszognek volna ilyen iranyu oldala, akkor a PQ oldalegyenesen — és nem a két
pont kozott — lenne még egy A; + B; alaku pont, ezért PQ nem lenne oldala A + B-nek).

Tehat A+ B minden oldalvektora oldalvektora A-nak vagy B-nek, vagy pedig A és B azonos iranyu oldalvektorainak
Osszege. A + B konvex, ezért minden oldalvektorat egy pozitiv iranya (a megfelels kiils6 szoggel egyenls nagysagua)
forgatas (és egy nagyitas) viszi a kovetkezébe. Igy veégiil igazoltuk a kovetkezot:

4. allitas. A + B-t ugy kaphatjuk meg, hogy A és B oldalvektorait irdny szerint sorbarendezzik, majd ebben a
sorrendben Osszefizzik ket (3. dbra).
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Most bebizonyitunk egy tételt, amelyet az olimpiai feladat megoldasanal fel fogunk hasznélni.

Brunn—Minkowski-egyenlGtlenség. Ha A és B konvex sokszdgek, akkor

VEHA+B) = \/t(A) + VH(B),

ahol t(X) az X alakzat teriletét jelenti.

Megjegyzések. 1. A tétel igaz tetszGleges sikidomokra. A Minkowski-féle 6sszeadés definidlhatdé magasabb dimenzi-
okban is, és ott is teljesiil az egyenlGtlenség megfelelGje, amelyben n-edik gyok és n-dimenzios térfogat szerepel.

2. A B. 3591. feladatra (a megoldas 2003/5. szamunkban olvashat6) mindossze 17 dolgozat érkezett, ezek koziil
minddssze 7 volt helyes: a feladat nehéz volt. A feladat igy szolt: A konvex ABC D négyszog terilete T', egy belsé pontja
P. A P-n keresztil BC-vel hizott parhuzamos egyenes a BA oldalt az F, az AB-vel hizott parhuzamos egyenes a BC
oldalt az F, az AD-vel hizott parhuzamos egyenes a CD oldalt a G pontban, a CD-vel hizott pirhuzamos egyenes az



AD oldalt a H pontban metszi. Jelolje az AEPH négyszig teriletét t1, a PFCG négyszog teriletét to. Bizonyitsuk be,
hogy Vti1 + V2 < VT. Talan latszik a megoldas . ..

A tételt A+ B oldalszama szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Ha C = A + B héaromszog, akkor A, B és C hasonlo egyallasu haromszogek, ugyanis ebben az esetben az Osszeg
oldalvektorainak elallitasa miatt A-nak és B-nek nem lehet olyan oldala, amely nem parhuzamos C valamelyik oldala-
val. Az allitas ekkor egyenértékd azzal, hogy A és B megfelels oldalainak 6sszege C megfelels oldalanak a hossza, hiszen
a jol ismert tulajdonsag szerint hasonl6 haromszogek teriiletének ardnya a hasonlosag (és igy az oldalak) ardnyanak a
négyzete.

Ha A+B paralelogramma, akkor A és B is paralelogramma, mégpedig ugyanolyan oldaliranyokkal. A és B oldalainak
hossza legyen p és q, illetve r és s, az oldalak szoge pedig a. Ekkor C oldalai p + r és g + s hossziak, a szogiik «a, az
allitas pedig: /(p 4+ 7)(q + s)sina > \/pgsina + Vrssin a. Ehhez az kell, hogy (p +7)(q + s) > pq + s + 2\/pqrs,

azaz Z% > \/ps - qr, ez pedig teljesiil a szdmtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés miatt.

Tegytik fel, hogy A + B nem haromszog és nem is paralelogramma, és az allitds igaz kisebb oldalszam esetén.
Konnyen lathato, hogy ekkor A + B-nek van két olyan szomszédos szoge, amelyeknek az 6sszege nagyobb, mint 180°.

Tekintsiik azt a d oldalt, amely ennek a két szognek a kozos szara és a vele szomszédos két oldalt meghosszabbitva
rajzoljunk ra  kifele” egy C haromszoget, majd az A és a B d-vel egyiranyu oldalara rajzoljuk meg a C-vel egyallasi,
A és B haromszogeket (4. dbra).

a+ 3> 180°
4. dbra

A és B koziil legalabb az egyiknek van d irdnyu oldala. Ha a mésiknak — mondjuk A-nak — nincsen, akkor azt a
csucsat, amelyiken atmegy az adott oldallal egyiranyt tamaszegyenese, tekintsiik egy 0 hosszusagu oldalnak. (Ekkor
A egyetlen pontta fajul.)

Az igy keletkez6 sokszogek kouziil az elss, (A + B)' nyilvanvaloan konvex, és felhasznalva a 4. allitasnak az A + B
oldalvektorainak a sorrendjére vonatkozo részét konnyen lathato, hogy a masik ketts, A’ és B’ is azok. (A + B)'—nek
nyilvan kevesebb oldala van, mint (A+B)-nek, végiil az olvasora hagyjuk annak bizonyitéasat, hogy (A + B) =A+B.

Legyen ezutan t(A) = a2 t(B) = b, t(A +B) = &2, t(A) = a® és t(B) = b% C, A és B hasonloséaga miatt
t(C) = (a+1b)°.

Az (A+ B)' sokszognek kevesebb oldala van, mint (A + B)-nek, ezért alkalmazhatjuk az indukcios feltevest az A’

és B’ sokszdgekre:
\t(A+B) t(A") + /t(B'), azaz

\/(A+B +t(C \/t t(A)+\/t(B)+t(z§)
Jeldléseinkkel felirva \/ 2 + (@4 b)* > Va2 + a2+ /b2 + b2. A jobb oldal alulrél becsiilhet6, ha felirjuk a haromszdg-

egyenlStlenséget a (0;0), (a;a

a), (a + b;a + b) pontok altal meghatarozott haromszogre:

(a2 +a2) + \/(b2 +02) > \/(a+b)2 +(@a+b)*, esigy

\/(c2+(d+l3)2 > \/(a+b)2+(a+l§)2.
Ebbél pedig kovetkezik, hogy

c>a+b, tehat valoban +/t(A+ B) > /t(A) + /t(B)

Ezzel az indukcids 1épést és igy a tételt igazoltuk.



Az olimpiai feladat megoldasa

Tekintsiik a P — P sokszoget (azaz P+ (—P)-t), ahol =P = {—P | P € P}. Ez nem més, mint {A—B | A, B € P}.
Ez a sokszog szimmetrikus az origora, mert ha C' = A — B pontja, akkor —C' = B — A is; ezen kiviil fiiggetlen (a helye
is) az origo6 helyzetétdl, mert csak P pontjainak kiilonbsége szerepel benne.

Vizsgaljuk P — P oldalait. Ha valamelyik oldal P és —P egyiranyu oldalvektoranak osszege (ez akkor fordul els, ha
P-nek van két parhuzamos oldala, mert —P oldalvektorai P oldalvektorainak ellentettjei), akkor vegyiink fel ezen az
oldalon egy ujabb csticsot ugy, hogy az a két oldalvektorral egyenld nagysagu részekre bontsa (és ugyanezt végezzik el
ennek az oldalnak a tiikkérképére is, ugy, hogy a kozéppontos szimmetria megmaradjon). Ezekkel a cstucsokkal egyiitt
(P — P)-nek kétszer annyi cstcsa lesz, mint P-nek, és a keriiletén megjelennek P és —P oldalai. Kossiik Ossze a
csticsokat az origoval.

Tekintsiik az igy keletkez6 haromszogeket. Ezek mindegyike P vagy —P egy oldalvektorara (az utébbi P egy
oldalvektoranak tiikorképe) illeszkedik. Bebizonyitjuk, hogy minden ilyen haromszog egybevago a P megfelels oldaldhoz
rendelt maximalis teriiletd haromszoggel. Ebbsl pedig az kovetkezik, hogy P — P felbontasdban minden maximalis
teriiletd haromszog kétszer szerepel.

Legyen P egyik oldala A; A; 11, az ennek az oldalnak megfelels oldal (P—P)-ben B; B;11 (5. dbra). Feltehetjiik, hogy
az origd az A;A;y1 oldalhoz hozzarendelt haromszog harmadik csiucsa, azaz P-nek az a csicsa, amelyiken atmegy a
masik A; A;11-gyel parhuzamos tamaszegyenes (ha tobb ilyen cstcs is van, mert P-ben van egy A; A;1-gyel parhuzamos
oldal, akkor majd késébb hatarozzuk meg, hogy hol legyen a maximalis teriiletd haromsz0g harmadik cstcsa). Ekkor
—P (a;11 — a;) irdnyu tamaszegyenese atmegy az origon.
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5. dbra

Ha P-nek nincs A; A;1-gyel parhuzamos oldala, akkor —P egyetlen kozos pontja az a; 11 — a; irdnyu tamaszegye-
nesével az origd. Ezért P — P k6z0s pontjai az ilyen irdnyu tamaszegyenesével az O + A alakt pontok, ahol O az origd,
A pedig az A;A; 11 oldal pontja; ez megegyezik az A;A;+1 oldallal. Masrészt P — P metszete ezzel a tamaszegye-
nesével B;B;y1. Ebb6l A;A;+1 = B;B;+1. Tehat OB; B;11 egybeesik az A; A; 1 oldalhoz tartozo haromszoggel. Ennek
tiikorképe az origora szintén a felbontasban szereplé haromszog, vagyis az A; A;41-hez tartozd haromszog valdéban
kétszer szerepel a felbontasban.

Ha P-nek van még egy A;A;i1-gyel parhuzamos oldala, akkor azt forgassuk el (pl. a felezGpontja koriil) egy
elegendden kicsi € > 0 szoggel (6. dbra). (Ekkor e fiiggvényében P oldalainak hossza is valtozik, illetve a csucsok
elmozdulnak, de ha ¢ tart a 0-hoz, akkor ennek a megvaltozasnak a mértéke is.) Ekkor (P — P)-nek azok az oldalai,
amelyek P és —P egyiranyu oldalvektorainak Osszegei, ,,megtornek”, agy, hogy a két rész hossza egyenls lesz a két
oldalvektorral. Feltehetjiik, hogy P — P oldalain gy valasztottuk meg a belsé csicsokat, hogy ezekben keriil sor erre
a torésre. Hasonloan forgassuk el a tobbi parhuzamos oldalpéar egy-egy oldalat is. Az igy kapott P. sokszdgnek mér
nincsenek parhuzamos oldalai, ezért P. —P. felbontasaban a maximalis teriilett haromszogek szerepelnek (mindegyikiik
kétszer).
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P-ben a parhuzamos oldalparok miatt nem egyértelmi az oldalakhoz rendelt maximalis teriiletd haromszogek
harmadik csiicsa. P.-ban viszont tudjuk, hogy melyik cstcsa lesz egy adott oldalhoz tartoz6 haromszog harmadik
csucsa, ezért meghatarozhatjuk, hogy P-ben is ugyanez a csics legyen.

Ekkor € > 0 fiiggvényében P. cstcsainak a helye, minden hossz és teriilet, és az oldalakhoz rendelt haromszogek
harmadik csucsanak helye is folytonosan valtozik, és az &llitas igaz ¢ minden (elég kicsi) pozitiv értékére, ezért az
e =0, vagyis P. = P esetben is igaz.

(P—"P)-ben tehat minden maximalis teriiletd haromszog kétszer szerepel, ezért a teriilete az oldalakhoz hozzarendelt
teriiletek Gsszegének kétszerese. Azt kell bebizonyitanunk, hogy ez P teriiletének legalabb 4-szerese.

Alkalmazzuk ehhez a Brunn-Minkowski-egyenlétlenséget A = P, B = —P-re: \/t(P — P) > \/t(P) + Vt(—P) =
2y/t(P). Innen t(P — P) > 4t(P), és ezt kellett bizonyitanunk.




