A cimben feltett kérdésre valaszolva alkalmas elGkésziiletek utdn két modszert is megadunk. Ezek egyike véges
geometriat, s e cikk nem titkolt célja az, hogy megismertesse az olvasot a véges geometridk néhany alapvets fogalmaéaval.

1. Szamolas egyszeriien, avagy mik azok a véges testek?

Ha egész szamokkal 0sszeadast, kivonast vagy szorzast végziink és nem vagyunk kivancsiak a pontos eredményre,
hanem csak azt szeretnénk tudni, hogy az paros vagy paratlan, akkor ezt egyszeriien megtehetjiik. Ha az elvégzendd
miveletekben a paros szadmokat O-val, a paratlanokat pedig 1-gyel helyettesitjiik, majd kiszadmoljuk az eredményt,
akkor annak paritdsa meg fog egyezni az eredeti miivelet eredményének paritasaval, mert paros szamot barmilyen
masikkal szorozva az eredmény paros szam (0-szor barmi 0), kiilonb6z6 paritasu szamok Osszege és kiilonbsége paratlan
(£14+0 = +1), megegyezs paritasu szamok Osszege és kiilonbsége pedig paros (1+£1 = 0 vagy 2, 040 = 0). Modszeriink
akkor is mkodik, ha 2 helyett tetszéleges p primszamra alkalmazzuk, azaz ha a pontos eredmény helyett csak arra
vagyunk kivancsiak, hogy az p-vel osztva mennyi maradékot ad. Ha igy szeretnénk szadmolni, akkor az Osszes egész szam
helyett elegend6 a 0,1,...,p — 1 szdmokkal dolgoznunk, mert minden a egész helyett irhatjuk azt a szdmot, amit a
p-vel valo osztasakor kapunk maradékul. Ennek a szamolésnak egyéb érdekes tulajdonsagai is vannak, ezeket foglaljuk
Ossze a fejezet hatralévs részében. Ha az olvasé ismeri a véges testek fogalmat, akkor a cikk olvasésat a 2. fejezetnél
folytathatja.

Legyen p egy rogzitett primszam. Az egész szamokat soroljuk be osztalyokba aszerint, hogy mennyi maradékot
adnak a p-vel val6 osztaskor. Igy p darab kiilonboz6 osztalyt kapunk, az azonos osztalyban 1évs szamok felirhatok np+m
alakban, ahol n végigfut az egész szamok halmazan, m pedig az osztalyra jellemz6 maradék, amelyrdl feltehetjiik, hogy
0 <m <p-—1. Két egész szam pontosan akkor van egy osztélyban, ha kiilonbségiik oszthaté p-vel.

Legyen Z, = {0,1,...,p — 1}. Ekkor a Z, halmaz elemeit természetes médon azonosithatjuk a fenti osztalyokkal.
A Z, elemei kozt definidljuk az Osszeadast és a szorzast annak megfelelGen, ahogy a p-vel valé osztaskor kapott
maradékkal valé szamolasnal tettiik: a @ b = ¢, illetve a ©® b = ¢, ha az egészek kozt elvégezve az Gsszeadast, illetve a
szorzast, az eredményiil kapott szdm abba az osztalyba esik, amelyiket ¢ reprezentalja. El6szor gondoljuk meg, hogy
ez a definici6 ,,j0”, azaz a miiveletek eredménye csak az osztalyoktodl fiigg, és nem attdl, hogy az egyes osztalyoknak
melyik elemét tekintjiik. Ehhez azt kell belatnunk, hogy ha a és a’, valamint b és b’ ugyanabba az osztalyba tartozik,
akkor a +b és a’ + b’ is, tovdbba ab és a'b’ is ugyanabba az osztélyba tartozik. Ez igaz, mert hap |a—a’ ésp|b—b,
akkor p | (a—a' )+ (b—0b)=(a+b)—(a'+V)ésp|(a—a)b+ (b—b)a" =ab—ad'V.

A kivonést és az osztast az Gsszeadds, illetve a szorzas inverz muveleteként definidljuk. ElGszor megmutatjuk, hogy
Z, minden m eleméhez egyértelmiten létezik egy olyan (—m)-mel jelolt elem, az m additiv inverze, melyre m@(—m) = 0.
Ez az allitds nyilvanvalé, mert ha tekintjiik a p — m kivonas eredményét, akkor a p-nél kisebb nemnegativ egészek
kozt nyilvan csak erre lesz igaz, hogy m-mel Osszeadva p-vel oszthatéd szamot kapunk. Vegyiik észre azt is, hogy
—m = (p — 1) ® m, azaz —m tekinthet§ m és —1 szorzatanak (Z,-ben —1 az 1 additiv inverze). Tehat m-et ugy
kell kivonni n-bél, hogy n-hez —m-et adunk. Az is kénnyen belathat6, hogy ha 0 # m € Z,, akkor pontosan egy
olyan m™*-nel jelslt eleme van Z,-nek, m multiplikativ inverze, amelyre m © m~" = 1. Az m-mel val6 szorzas ugyanis
hogy p | ma — mb = m(a — b). Viszont p prim (el6szor hasznaljuk ki ezt a tényt), ezért ebbsl p | m vagy p | a — b
kovetkezik, ami ellentmondas, mert 0 < m < p és 0 < |a — b| < p. Ha viszont az m-mel val6 szorzas Z, elemeinek egy
osztast definialjuk tehat m # 0 esetén m ™ '-nel valé szorzasként, a 0-val valo osztast pedig ne engedjiik meg. Mivel
m 0 =0 és az m-mel vald szorzés permutalja az elemeket, azért ha m; © my = 0, akkor m és mq koziil legalabb az
egyik 0. Ezt a tényt roviden ugy mondjuk, hogy a szorzas nullosztdmentes. Az n © m™' szorzatot a tovabbiakban (a
valos szamoknél megszokott modon) n/m-mel fogjuk jelolni.

Azok a miiveleti tulajdonsagok, melyeket a val6s szadmok korébdl ismeriink, érvényesek a Z, halmaz elemein most
bevezetett @ és ® miiveletekre is. Osszefoglalva ezeket kapjuk, hogy (a, b, c tetszéleges Z,-beli elemeket jeldl):

— a mveletek asszociativak, azaz
(a®db)Pc=ad (bPc) és (@a@b)©c=a® (bGc);
— a miveletek kommutativak, azaz

abb=bb®Da és a®b=b0aq;

— a miveleteknek van egységelemiik, a 0, illetve az 1, amelyekre teljesiil, hogy

a®0=0®a=a és a®l=10a=a.
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Minden elemnek egyértelmten létezik additiv inverze, a 0-t6l kiilonb6zé elemeknek pedig egyértelmien létezik
multiplikativ inverziik, azaz olyan —a, illetve ! elemek, melyekre

a®(—a)=0 és a®at=1.
Az Gsszeadas a szorzasra nézve disztributiv, azaz
a®bde)=(a®b)®(a®c).

Ezeket a tulajdonsdgokat osszefoglald néven gy mondjuk, hogy Z, a © és © miveletekre nézve véges test. Meg-
mutathaté, hogy ha valamely F véges halmazon tudunk definidlni két darab kétvaltozds miveletet Ggy, hogy azok
kielégitik a fenti tulajdonsagokat, akkor F elemszédma primhatviny. Ami ennek az allitdsnak a megforditasat illeti, ha
F elemszama primszam, akkor a miveletek ,lényegében” csak az altalunk definidlt @ és © lehetnek. Ha F elemszama
valamely primszam 1-nél nagyobb kitevGji hatvanya, akkor is létezik a megfelels elemszamu test, ennek elGallitasa
azonban mar bonyolultabb. Az érdekldds olvaso ennek a [2], [3] vagy az [5] konyvekben nézhet utana. Példaként meg-
adjuk a 4 elemi és a 9 elemii testek miiveleti tablait. A testek elemeit az egyszertiség kedvéért szamokkal jeloltiik, ezek
a szamok azonban méar nem azonosithatok a maradékos osztasnél felléps osztalyokkal. A tablazatok i-edik soranak és
j-edik oszlopanak keresztez&désében az i @ j, illetve i ® j értéke all (pl. a 9 elemd testben 4 ® 6 = 2). Lathato, hogy a
miveletek nem egyeznek meg a 4-gyel, illetve 9-cel valéo maradékos Gsszeadassal és szorzassal. A szorzas esetén ezt nem
is varhatjuk el, hiszen pl. két paros szdm szorzata oszthato 4-gyel, de 2 ® 2 # 0 kell hogy teljesiiljon, mert a szorzas
véges testben nullosztémentes.
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A véges testek elemeivel tehat lényegében ugyanigy szamolhatunk, mint a valds szamokkal. A tovabbiakban az &
és © jelolések helyett a szokdsos Osszeadas és szorzas jelét fogjuk hasznalni. A miveletek sorrendje is ugyanaz, mint a
valés szamok esetén, azaz hatvanyozas, szorzas—osztas, 6sszeadas—kivonas.

2. Véges affin sikok

Sok geometriai kérdésre ad egyszerd megoldasi modot a koordindtageometria. Ilyenkor a valdés szamok miivele-
ti tulajdonsagait felhasznalva bizonyitunk geometriai allitasokat. Mivel a véges testek rendelkeznek a legfontosabb
klasszikus mitveleti tulajdonsagokkal, azért természetesnek tiinik az a kérdés, hogy lehet-e véges testek és a klasszikus
koordinatageometria keresztezésével valami geometria-szertiséget elGallitani. A véalasz igen, igy készithetjiik el a véges
affin sikokat.

Legyen F, valamely rogzitett ¢ elemt véges test. A g-adrendd affin sik, amit a szokdsos moédon AG(2, ¢)-val jelolink,
a kovetkezs:

Nevezziikk pontoknak az Osszes olyan rendezett (a,b) part, ahol a,b € Fy (a klasszikus esetben a sik pontjai a
valos szamokbol készitett rendezett paroknak felelnek meg). Az egyenesek kétfélék: egyrészt az [m, k| tipust rendezett
péarok, ahol m, k € F, mésrészt a [c] tipust elemek, ahol ¢ € F,. (A klasszikus esetben a sik nem fiiggsleges egyenesei
egyértelmien megadhatok m meredekségiikkel és azzal a (0, k) ponttal, ahol az Y tengelyt metszik, mig a fiigg6leges
egyenesek egyértelmien leirhatok azzal a (c,0) ponttal, ahol az X tengelyt metszik). A véges sikon definidlnunk kell
az illeszkedést is, azaz meg kell mondanunk, hogy egy pont mikor van rajta egy egyenesen. Az (a,b) pont akkor és
csak akkor legyen rajta az [m, k] egyenesen, ha teljesiil, hogy b = ma + k, a [c] egyenesen pedig pontosan akkor, ha
a = c. A klasszikus esethez hasonléan azt mondjuk, hogy az [m, k] egyenes egyenlete Y = mX + k, illetve a [c] egyenes
egyenlete X = c. Az illeszkedés helyett gyakran fogjuk hasznélni a geometridban megszokott fogalmakat, pl. beszéliink
két pont 6sszekdts egyenesérdl: ezen olyan egyenest értiink, amely mindkét pontra illeszkedik.



1. allitas. Az AG(2,q) sikon ¢* darab pont és ¢*+q darab egyenes van. Bdarmely két kiilonbézd pontnak egyértelmiien
létezik Osszekdtd egyenese.

Bizonyitas. A pontok szdma megegyezik az F, elemeibdl képezhetd rendezett parok szdméaval, ami ¢°, mert F,-
nak ¢ eleme van. Ugyanezért az [m, k] tipust egyenesek szama is q°. Az Gsszes egyenes szama ennél g-val tobb, mert
[c] tipusu egyenesbdl pontosan annyi van, ahany eleme van F g -nak.

Legyen (a1, b1) és (a2, b2) két kiilonb6z6 pont. Ha a; = ag, akkor a [c] tipustu egyenesek koziil az X = a; egyenletd
mindkét pontra illeszkedik. Mas [c] tipusu egyenes nyilvan nem illeszkedik a pontokra, és [m, k] tipusa sem, mert ha az
Y = mX + k mindkét ponton atmenne, akkor by = ma; + k = mas + k = b2, azaz a két pont nem lenne kiilonbozs. Ha
a1 # ag, akkor [c] tipusi egyenes nyilvan nem kitheti Ossze a pontokat. Ha valamely Y = mX + k egyenletii egyenes
mindkét ponton atmegy, az azt jelenti, hogy

by =may + k és by = mas + k.
Ezekbdl kovetkezik, hogy —by = —(mas + k) = —mas — k, s ezért
by — by = maj + k —may — k = ma; — mas + k — k = ma; — may = m(a; — az).
Mivel a; # ag, azért létezik (a1 — az) ™", igy kapjuk, hogy

by — ba ) by —ba  baai — azb;
= es kj = bl — a = .
a; — ag a1 — a2 ap — az

Tehat csak az az [m, k| tipust egyenes mehet at mindkét ponton, melynek egyenlete

(1) v — by —bs X4 baay — azb;

a1 — ag a1 — ag
Egyszert szamolassal adodik, hogy ezt az egyenletet mindkét pont koordinatai ki is elégitik. O

A bizonyitas végén kiszamolt egyenlet forméalisan megegyezik a klasszikus esetben kapott egyenlettel, hiszen a valos
sikon az (a1,b1) és az (az,b2) koordinataju pontok osszekots egyenesének egyenlete a; # ag esetén éppen (1).

2. allitas. Az AG(2,q) sik minden egyenesén q pont van és minden ponton ¢ + 1 egyenes megy dt.

Bizonyitas. Az (a,b) pont pontosan akkor van rajta az X = c¢ egyenletd egyenesen, ha a = ¢. Mivel ekkor b
tetszoleges, azért ¢ kiillonbozs értéket vehet fel, tehat az egyenesen ¢ pont van. Az Y = mX + k egyenletii egyenesen
pedig akkor van rajta a pont, ha b = ma + k. Azaz a tetsz6legesen valaszthato, ez ¢ lehetGség, a valasztasa viszont
méar meghatarozza b-t. Tehat az ilyen tipusd egyeneseken is ¢ pont van.

Legyen most P egy tetszGleges pont, a rajta &tmens egyenesek szdma pedig t. Ezen egyenesek mindegyike ¢ — 1
darab P-t6l kiilénb6z6 pontot tartalmaz. E pontok egyméastol is kiilonboznek, mert az 1. allitas szerint két kiillonbo6z6
ponton at pontosan egy egyenes megy. Tehat a sikon Gsszesen 1 + t(¢ — 1) pont van. Viszont szintén az 1. allitasbol
kovetkezik, hogy ez a szam ¢*. Tehat

L+t(g—1)=¢%
amibél kapjuk, hogy t =¢+1. O
Nevezziik az e és f egyeneseket pdrhuzamosaknak, ha nincs kozods pontjuk, vagy ha egybeesnek. Ez megfelel a

3. allitas. Ha az AG(2,q) sik P pontja nincs rajta a sik e egyenesén, akkor P-n dt pontosan egy e-vel parhuzamos
egyenes megy. A sik egyenesei parhuzamossdgi osztdalyokba sorolhatok gy, hogy két egyenes pontosan akkor van egy
osztalyban, ha pdrhuzamosak. Minden osztdlyban q darab egyenes van, a sik minden pontjan dt minden osztdlybol
pontosan egy egyenes megy.

Bizonyitas. A 2. allitas szerint P-n a4t ¢ + 1 egyenes megy. Az e egyenesen ¢ kiilonb6z6 pont van, ezeket P-vel
Osszekotve Osszesen g darab e-t metsz6 és P-n atmend egyenest kapunk. Vagyis P-n 4t (¢+ 1) — ¢ = 1 darab e-t nem
metsz3d egyenes megy.

Legyen most e és f két tetszbleges, de kiilonbo6z6 egyenes, amelyek az M pontban metszik egymést. Az f egyenesen
g—1 darab M-t6l kiilonb6z6 pont van, legyenek ezek Fy, Fs, ..., Fy_1. Az el6z6ek szerint minden F; ponthoz pontosan
egy olyan e; egyenes van, amelyik dtmegy rajta és parhuzamos e-vel. Az e; egyenesek egyméssal is parhuzamosak,
mert ha ¢ # j esetén az N pont e;-n is és e;-n is rajta lenne, akkor N-en at két e-vel parhuzamos egyenes is menne,
hiszen e; is és e; is ilyen. Ez viszont ellentmond allitdsunk mar bizonyitott els6 részének. Tehédt e osztalyaban, s
mivel e tetsz6leges volt, igy minden parhuzamossagi osztalyban ¢ darab egyenes van. Mivel minden egyenesre ¢ pont
illeszkedik, azért az is igaz, hogy a sik minden pontjan 4t minden osztalybol pontosan egy egyenes megy. [

A legegyszertibb esetekben, amikor ¢ kicsi, kdnnyen ,lerajzolhatjuk” az AG(2,q) sikot. A klasszikus sikkal valo
analogia akkor latszik a legjobban, ha a pontokat a szokasos derékszogi koordindtarendszer azon racspontjainak
valasztjuk, melyeknek mindkét koordinataja a {0,1,...,¢ — 1} halmazbdl valé. Ekkor persze a véges sik egyenesei az
euklidészi sikon mar nem lesznek egyenesek, de hasonlitanak azokra, és a parhuzamossag is jol szemléltethets. A ¢ = 2,
q = 3 esetek egyszeriek, ezek lathatok az 1. dbrdn.



Y =2X+2 Y=X

(1;2)
(052) (2;2)
Y- X492 Y =2X +1
(0;1) Sik2 (2;1)
(0;0) (1;0) (2;0)
Y=X+1 Y=X+1 Y =2X
1. dbra

Ha g = 5, akkor érdemesebb az egyes parhuzamossagi osztalyokat kiilon-kiilon lerajzolni, egyébként az abra mar
attekinthetetlenné valna. Ez lathato a 2. dbrdn.
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A valos sikon nemcsak az egyenesek, hanem kiilonféle gorbék is megadhatok az egyenletiikkel. Azok az egyenletek,
melyekben X-nek és Y-nak csak els6foku kifejezése szerepel, azaz az AX +BY +C = 0 (A és B egyszerre nem 0) tipust



egyenletek mindig egyenesek egyenletei. A legegyszertibb nem ilyen egyenlet az Y = X2. Ez a valos sikon parabolat
hataroz meg. Vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk errél az egyenletrdl, azaz az altala meghatarozott ponthalmazroél
véges affin sikokon.

A fejezet hatralévs részében szerepls tételek minden olyan AG(2,q) sikon igazak, ahol ¢ paratlan primhatvany,
a bizonyitasok azonban egyszertibbek, ha primhatvanyok helyett csak primeket tekintiink. Az érdekldé olvaso a
primhatvany esetre vonatkozo bizonyitasokat megtalalja pl. a [3] vagy [4] konyvekben.

Legyen tehét p paratlan prim. Ekkor a p elemii testet azonosithatjuk Z,-vel. Tekintsiik az AG(2, p) stkon az Y = X?
egyenletnek eleget tevé pontokat. Az egyszertség kedvéért a tovabbiakban ezt a ponthalmazt p-edrendd paraboldnak
nevezziik, ha pedig egy pont benne van a halmazban, akkor azt mondjuk, hogy a pont rajta van a parabolan.

4. allitas. A p-edrendd paraboldnak p pontja van, ezek kézil a sik barmely egyenese legfeljebb kettdt tartalmaz.

Bizonyitas. A sik (a,b) pontja akkor és csak akkor van rajta a p-edrendd parabolan, ha b = a®. A pont els§
koordinédtaja tehat meghatarozza a masodikat. Mivel a tetsz6leges, azért a parabolan 1évé pontok szama megegyezik
a véges test elemeinek szadmaval, tehat p.

Vizsgaljuk most meg egy egyenes és a parabola kozos pontjait. Ha az egyenes [¢] tipust, akkor a kozds pontok
szama 1, mert a kozos pontok koordinatai kielegitik az X = ¢ és az Y = X? egyenleteket is, s e két egyenletnek
csak a (¢, c¢?) pont tesz eleget (a klasszikus sikon is ugyanigy latjuk be, hogy egy fiiggéleges egyenesnek pontosan egy
pontja van a parabolan). Ha az egyenes [m, k] tipust, akkor a kozos pontok koordinataira Y = mX +k és Y = X?
is teljesiil, vagyis X? = mX + k is igaz. Probaljuk megoldani ezt a mésodfoka egyenletet. A valos esetb6l ismert
megoldoképletet nem tudjuk alkalmazni, hiszen abban négyzetgyokvonas szerepel, amit véges test elemein egyel6re
nem értelmeztiink. Megprobalhatjuk viszont kdvetni azt az utat, ahogy bebizonyitottuk a megolddképletet. Vigyiik az
ismeretlent tartalmazé tagokat az egyenlet bal oldalara és egészitsiik ki az ott szerepl kifejezést teljes négyzetté (az
(a— b)2 = a® — 2ab+ b* azonossag véges testekben is igaz, ha a 2-vel jelolt elem az 14 1 6sszeadas eredménye). Mivel
p pératlan, azért 1+1 =2 #£0¢és2-2 =4 # 0 (ha p = 3, akkor — mint lattuk — 4 helyett 1-et kell irnunk), ezért
ezekkel az elemekkel oszthatunk. Egyenletiink tehat

m2 m2
X2 -mX 4+ —=k+—
ma T
aAzZazZ
m\2 m2
2 (X——) —k+ —

alakra hozhato.

Most kellene négyzetgyokot vonni. Ehhez némi elSkésziiletre van sziikségiink. Ha Z, elemeit négyzetre emeljiik,
akkor (p + 1)/2 kiilonbozs elemet kapunk. A szorzas asszociativitisa és kommutativitdsa miatt ugyanis (—a)2 =
(=1)%a® = a?, tehat a 0-t6l kiilonbozs elemek péarokba allithatok tgy, hogy az egyes parokban 1évS elemek négyzete
megegyezik. Kiilonboz6 parokhoz tartozé elemek négyzete viszont kiilonboz6, mert ha a® = b?, akkor a? — b* =
(a—b)(a+b) =0, vagyis a nullosztomentesség miatt vagy a = b vagy a = —b. A péarok szama (p— 1)/2, ehhez kell még
a 0-t hozzaadni, s igy kapunk (p+1)/2 kiilonboz6 elemet. Tehat pontosan egy olyan elem van, amelynek a négyzete 0, a
nemnulla elemek fele nem &ll el6 Z,-beli elem négyzeteként — ezeket a tovabbiakban nemnégyzet elemeknek nevezziik —,
maésik fele viszont pontosan két Z,-beli elem négyzete, ezeket a tovabbiakban négyzetelemeknek nevezziik. (A valds
szamok esetén a nemnégyzetek a negativ, a négyzetek pedig a pozitiv szamok).

A (2) egyenletnek tehat nincs megoldasa, ha a bal oldalon nemnégyzet elem all, 1 megoldéasa van, ha a bal oldalon
0 van, és két megoldasa van, ha a bal oldalon négyzetelem all. A p-edrendd parabolanak és az Y = mX + k egyenesnek
ezért nincs kozos pontja, ha k + m?/4 nemnégyzet. Ha k + m?/4 = 0, akkor egyetlen kozds pontjuk van, ez az
(m/2,m?/4), ha pedig k + m? /4 négyzetelem, akkor a kozds pontok szama ketts, ezek (m/2 4+ d,m?/4 +md + d?) és
(m/2 —d,m*/4 —md + d?), ahol &* = k +m?/4. O

A val6s sikon a parabolanak minden P pontjaban van érintGegyenese. Ez az a nem fiigg6leges egyenes, amelyiknek
a parabolaval csak egy kozos pontja van, P. Kiilonb6z6 pontokhoz tartozé érinték nem parhuzamosak, a fiiggéleges
irdanyt kivéve minden irdnya érintGje van a parabolanak. Ezek a p-edrendd parabolara is igazak.

5. allitas. A p-edrendd parabola tetszdleges T' pontjan dt p — 1 olyan egyenes megy, amelyik két pontban metszi a
paraboldt és két olyan, amelyik csak T-ben. A [c] tipusi egyenesek mindegyike egy pontban metszi a paraboldt, a tobbi
parhuzamossagi osztdly mindegyikében pontosan egy olyan egyenes van, amelyik egy pontot tartalmaz a parabolarol.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy T-n 4t p+ 1 egyenes megy. A paraboldnak p—1 T-t6] kiilonb6z6 pontja van, ezeket T-vel
Osszekotve csupa kiilonboz6 egyenest kapunk, mert a 4. allitas szerint egyetlen egyenes sem metszheti ketténél tobb
pontban a parabolat. Tehat T-n 4t p — 1 darab két pontban metsz6 egyenes megy, a maradék (p+1) — (p—1) = 2
egyenes pedig csak T-ben metszi a parabolat.

Azt mar belattuk, hogy a [¢] tipusu egyenesek mindegyike egy pontban metszi a parabolat. A 4. allitas bizonyitasa
soran azt is kiszamoltuk, hogy az Y = mX + k egyenesnek pontosan akkor van egy kozods pontja a parabolaval, ha



k 4+ m?/4 = 0. Ha tehat m-et rogzitjiik, azaz egy parhuzamossagi osztaly egyeneseit tekintjiik, akkor pontosan egy
egyenesnek, az Y = mX — m?/4 egyenlettinek lesz egy kozos pontja a parabolaval. (Ez a pont (m/2,m?/4).) O

A tovabbiakban a p-edrendid parabola ermtoyenek nevezziik azokat az [m, k] tipusi egyeneseket, melyeknek egy
k6zos pontjuk van a parabolaval. Az (a, ) pontban tehat a parabola érintGjének egyenlete Y = 2aX — a2, ami
formalisan ugyanaz, mint a valos sik esetén. A 8. dbrdn p = 5 esetén lathato a parabola és az egyes parhuzamossé,gi
osztalyokhoz tartozoé érintdi.

Y =4X +1 Y=X+1
(3;4)
(2;4)

(1;1) 4;1)
Y =BX +4

_)#0;0) Y =0

Y =2X +4
3. dbra

Ebben az esetben a négyzetelemek 1, 4; a nemnégyzetek 2, 3. A parabola pontjai (0,0), (1,1), (2,4), (3,4) és (4, 1),
az egyes pontokban az érinték egyenlete pedig rendre Y =0, Y =2X +4 Y =4X 4+ 1, Y =X +1ésY =3X + 4.

3. A focibajnoksag szervezése

Most mar mindent tudunk ahhoz, hogy nekilassunk a focibajnoksag megszervezéséhez. Kormérkszéses bajnoksag-
ban minden csapat minden méasikkal pontosan egyszer taldlkozik. A bajnoksagot fordulokra osztjak, minden forduléban
minden csapat egy meccset jatszik. Ez azt jelenti, hogy a csapatok szama paros. (Paratlan szamu csapat esetén min-
den forduléban egy csapat pihen, ezért ha beneveziink egy virtudlis csapatot, amelyiknek a neve PIHEN FC, akkor a
bajnoksag megszervezését visszavezettiik a paros sok résztvevs esetére.) Ha a csapatok szama kicsi, akkor konnyd dol-
gunk van. Két csapat esetén csak egy meccs van. Ha négy csapatunk van, A, B, C' és D, akkor lényegében egyféleképp
szervezhet$ a bajnoksig, mert minden fordulot egyértelmiien meghataroz az, hogy A kivel jatszik:

1. fordulé: A-B C-D
2. fordulo: A-C B-D
3. fordulo: A-D B-C

Ha még két csapat, E és F is benevez, akkor mar kicsit bonyolultabb a helyzet. Ha példaul ugy kezd&dne a
bajnokség, hogy

1. fordul6: A-B C-D E-F
2. fordulo: A-C B-E D-F
3. fordulo: A-F B-D C-FE

akkor abban a forduldéban, amelyikben az A—D meccsre sor keriilne, E' nem tudna kivel jatszani, mert B-vel, C-vel és
F-fel mar talalkozott. Rovid probalkozas utan persze itt is taldlunk megoldast, pl:

1. fordulé: A-B C-D E-F
2. fordule: A-C B-FE D-F
3. fordule: A-D B-F C-FE
4. fordul6: A-E B-D C-F
5. fordulo: A-F B-C D-E

Meg lehet mutatni (lasd pl. [1]), hogy hat lényegében kiilonb6z6 bajnoksag szervezhets. A legtobb bajnoksagban
azonban hatnél joval tobb csapat szerepel. Az europai elsGosztalyu focibajnoksagok koziil sokban 20 (pl. olasz, spanyol)



vagy 18 (német, francia) csapat szerepel. Ezekben a szamokban az a kozos, hogy felirhatok p+1 alakban, ahol p paratlan
prim. Ilyen létszam mellett konnyen megszervezhetd a bajnoksag a p-edrendt parabola tulajdonsagait felhasznélva.

Bajnoksag p+1 csapattal. Tekintsiik az AG(2, p) sikon a p-edrendd parabolat. Legyenek ennek pontjai Ao, A1, ..., Ap_1,
ahol az indexeket ugy vélasztjuk, hogy a parabola A;-beli érintGje parhuzamos legyen a sik Y = i X egyenletd egyene-
sével minden i € Z, esetén.

A bajnoksagban szerepld csapatok koziil p darabot feleltesslink meg a parabola pontjainak, egy csapatot pedig
egy (oo) jelnek. A fordulokat feleltessiik meg a sik parhuzamos egyenesei altal alkotott osztalyoknak tugy, hogy a
[c] tipustu egyenesek osztalya nem felel meg forduléonak. A tobbi parhuzamossagi osztaly mindegyike egyértelmiien
jellemezhets azzal az m € Z, értékkel, amelyik az adott osztalyba tartozéd egyenesek egyenletében X egyiitthatoja.
Tehat beszélhetiink az m meredekséghez tartozo fordulorol. Ebben az F,,-mel jelolt forduloban a csapatok parositasa
legyen a kovetkez6:

Ap—(00) és A;—A; pontosan akkor, ha az A;A; egyenes egyenlete Y = mX + k alaka.

Megmutatjuk, hogy igy egy jo lebonyolitast kapunk. A fordulok szama eggyel kisebb, mint a csapatok szama.
Minden m € Z, esetén igaz, hogy az F,, forduléban minden csapat pontosan egy meccset jatszik, mert a parabola
tetszoleges A; pontjan at az 5. allitas szerint pontosan egy m meredekségi egyenes megy. Ha ez az érint6, akkor i = m
és A; ellenfele (00) ha pedig i # m, akkor az A;-n dtmenG m meredekségi egyenes a 4. allitas szerint a parabolanak
még pontosan egy A; # A; pontjat tartalmazza, s az ennek megfelel§ csapattal jatszik A; az Fp, forduldban. Az is
latszik, hogy barmely két csapat pontosan egyszer talalkozik a bajnoksag soran. Ez (c0) esetén az 5. allitasnak abbol
a részébdl kovetkezik, amely szerint a [c] tipust egyenesek osztalyat kivéve a paraboldnak minden parhuzamossagi
osztalyban pontosan egy érintGje van; A; és A; esetén pedig az 5. allitds azon részébol, mely szerint a [c] tipust
egyenesek egy pontban metszik a parabolat, azaz az A;A; egyenes nem ilyen, tehat egyenlete Y = mX + k alakd, s
ezért a meccsre az F,, forduléban sor keriil.

Az AG(2, q) sik parabol4jabol kiindulva ugyanezzel a modszerrel lehet megszervezni a bajnoksagot pl. Maltén, ahol
10 = 32 4 1 csapat van az elsé osztalyban. A magyar NB I-ben viszont 16 csapat szerepel, ezért ott modszeriink nem
miikodik. Az ilyen ,nem j&” bajnoksagokat is meg lehet persze szervezni. Erre a legegyszertibb modszer a kovetkezs
(n > 1 tetsz6leges egész szam):

Bajnoksag 2n csapattal. Tekintsiink az euklidészi sikon egy szabélyos (2n — 1)-szoget. Legyenek ennek csiics-
pontjai Aj, As, ..., Asp_1. A bajnoksagban szerepls csapatok koziil 2n — 1 darabot feleltessiink meg a sokszog cstcs-
pontjainak, egy csapatot pedig a sokszog koré irhato kor K kozéppontjanak. A fordulokat feleltessiik meg a KA,
iranyoknak, ahol m = 1,2,...,2n — 1. Ekkor beszélhetiink az m indexhez tartozoé fordulérél. Ebben az F,,-mel jelolt
forduloban a csapatok parositasa legyen a kovetkezs (lasd a 4. dbrdt).

Ay

A2n7 1 A2

A2n72

4. dbra

An—K és A;—A; pontosan akkor, ha az A;A; egyenes meréleges az A,, K egyenesre.

Megmutatjuk, hogy igy egy jo lebonyolitast kapunk. A fordulok szama eggyel kisebb, mint a csapatok szama.
Minden m = 1,2,...,2n — 1 esetén igaz, hogy az F,, forduléban minden csapat pontosan egy meccset jatszik, mert
Ay, ellenfele K, ha pedig ¢ # m, akkor az A; pont A,, K egyenesre vonatkozo tiikorképe a sokszog egy A; # A; cstcsa
(itt hasznaljuk ki, hogy a sokszognek paratlan sok cstcsa van), s az ennek megfelel csapattal jatszik A;. Az is latszik,
hogy barmely két csapat pontosan egyszer taldlkozik a bajnoksig soran. Ez K esetén nyilvanvalo, A; és A; esetén
pedig abbol kovetkezik, hogy az A; A; szakasz felez6merdlegese &tmegy K -n és a sokszognek pontosan egy A,, cstcsat
tartalmazza, a meccsre az ennek megfelels F,, forduléban keriil sor.

A kétféle bajnoksagszervezés leirasa alig tér el egyméstol. Ez nem véletlen, azért van igy, mert a véges sikok
parabolai és az euklidészi sik korei sok szempontbdl ugyanolyan gorbék. Az azonban, hogy mit értiink ezen, méar egy
kovetkez6 cikk téméja.
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