I. kategoéria: Szakkozépiskolak
Els6 (iskolai) fordulé

1. Melyek azok az a, b, ¢ egész szamok, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlGség?
a-b+b-c+ca=a+b+c+a-b-c
10 pont
2. Oldja meg a valds szamok halmazéan az
2t =3 2343 241=0
egyenletet! 10 pont
3. Az ABC héaromszog BC, C A és AB oldalain vegyiik fel rendre a D, E, F pontokat ugy, hogy teljesiiljon a
BD CE AF 1

DC EA FB 3
3
egyenlGség! Jelolje az ABC haromszog keriiletét k, a DEF haromszog keriiletét kq ! Bizonyitsa be, hogy k1 < Zk!
10 pont

4. Legyen az ABC haromszogben az A csiicsbol htizott magassagvonal és a BC' oldal metszéspontja D, a B pontbol
indulo belss szogfelezs és az AC oldal metszéspontja E. Mekkora az EDC' sz6g nagysaga, ha AEB< = 45°7 10 pont

5. Legfeljebb hany haromszog teljesiti az alabbi feltételek mindegyikét:

— tompaszogiek,

— oldalaik hossza centiméterben mérve egész szam,

— oldalaik hossza centiméterben mérve egy novekvs szamtani sorozat harom egymast kovets tagja,
— koziiliik semelyik ketté nem egybevago?

Fejezze ki a haromszogek szaméat a szamtani sorozat kiilonbségével! 10 pont

6. A valos szamok halmazan értelmezett masodfoku f(z) fiiggvény minden = szamra eleget tesz a
3. f(2) + F2— @) = 2?

13
egyenlGségnek. Hany olyan, 2005-nél nem nagyobb x természetes szam van, amelyre igaz, hogy f(x) > I? 10 pont

Masodik fordulé

1. Oldjameg az (x+y)+ (x —y)+x-y+ g = 363 egyenletet, ha x és y egész szamok! 10 pont
2. Az ABC héromszog siulyvonalai az S pontban metszik egymést. Bizonyitsa be, hogy az
AB? 4+ BC? + CA? = 3. (SA® + SB? + SC?)
egyenlGség teljesil! 10 pont

3. Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezs egyenlGséget, ha p (pozitiv) primszém:

.IQ
log__» <——5~x—|—13>21.
p+6—p? 2

10 pont

4. Az ABC haromszog egyik oldalat két, a masik oldalat harom, a harmadik oldalat négy egyenls részre osztottuk.
Az osztopontok rendre: az AB oldalon P, a BC oldalon @, és (Q2, a C'A oldalon Ry, R, R3. Tekintsiik az Osszes
olyan haromszoget, amelynek mindharom csicsa kiilonboz6 oldalon levs osztéopont. Melyik haromszognek legkisebb a
teriilete? 10 pont

5. Egy kocka minden csicsahoz irjuk oda az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamok valamelyikét gy, hogy a testatlok
végpontjaiba irt két-két szam Osszege ugyanannyi legyen. (A kocka csicsainak minden egyes megjelolésénél mind a
nyolc szamot fel kell hasznalnunk.) Hanyféleképpen jelolhetjik meg az el6bb ismertetett modon a kocka csicsait, ha
az elforgatassal egymasba atvihets eseteket nem tekintjiik kiilonb6z6nek? 10 pont



Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Igazolja, hogy harom egymas utan kovetkezs egész szam négyzetének Osszege nem lehet egy egész szam kobe!
10 pont

2. Mennyi az a paraméter értéke, ha az 2% = y? és az (v —a)® + y®> = 1 egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszernek

pontosan harom megoldasa van? 10 pont

3. Egy Aj végpontu félegyenesen rendre folvessziik az Aq, As, ..., A, pontokat ugy, hogy
d(AoAl) = 1, d(AlAz) = 3, d(A2A3) = 5, ey d(An_lAn) =2n—1.

A kapott A;_1A; szakaszokra a szakaszokkal egyenld oldalhosszisagu szabalyos haromszogeket szerkesztiink, amelyek-
nek a félegyenesre nem illeszked§ csucsai Cq, Cs, ..., C).

Bizonyitsa be, hogy d(A;1C;) minden i-re egész (i = 1,2,...,n)!

Milyen gorbén helyezkednek el a C; pontok? 10 pont

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulo

1. Két iskola tanuldi miveltségi vetélkedén vettek részt. A 100 pontos teszten az elsG iskola didkjainak atlag
pontszama 74, ebbdl a fiaké 71, a lanyoké 76. A méasodik iskoladba jaré didkok atlaga 84 pont, ebbdl a fiiké 81, a
lanyoké 90 pont volt. Az Gsszes résztveve fia atlaga 79 pont. Mennyi az Gsszes résztvevs lany atlaga? 7 pont

2. (a) Abrazolja az [1,00) halmazon értelmezett kovetkezd fiiggvényt:

r /1 -2z +22 -z — iz — 4.

(b) Jellemezze a fliggvényt a kovetkez6 tulajdonsagok szerint:
zérushelyek, értékkészlet,
korlatosség, szélsGértékek,
novekedés-csokkenés, monotonitas. 7 pont

3. Egy kocka éleit megszamoztéik az 1,2, ...,12 szamokkal. Andrés kivalaszt két olyan szamot, amelyekhez tartozé
éleknek egy kozos csucsuk van. Ugyanezt teszi t6le fliggetleniil Béla is. Mekkora a valosziniisége, hogy az Andras altal
valasztott éleknek nincs kdzos pontja a Béla altal valasztott élekkel? 7 pont

4. Az ABC hegyesszogl haromszog A, B, C cstcsaibol indulé magassagok talppontjai rendre Ay, By, Cy. A ha-
romszog magassagpontja M, a BM szakasz felez6pontja F'. A C1F egyenes a BC oldalt Q-ban, az A; By egyenes a
CC1-et S-ben metszi.

Bizonyitsuk be, hogy @S merdleges AC-re. 7 pont

5. Jelolje f(n) azoknak az n jegy( pozitiv egészeknek a szaméat, amelyekre igaz, hogy az n szamjegy kozt eléfordul
az l-es és a 2-es szamjegy is. Bizonyitsuk be, hogy f(n) nem lehet négyzetszam, ha n > 2. 7 pont

Masodik fordulé

1. Oldja meg a kovetkezd egyenlStlenséget, ha = > 0:
1

X

p2sinz—cos (2z) <

7 pont
2. A valos szamokon értelmezett f(x) = axz® — br + ¢ masodfoku fiiggvény a egyiitthatojara 1 > |a| # 0 teljesiil.
Bizonyitsuk be, hogy ha f(a) = —b és f(b) = —a, akkor |c| < 3. 7 pont

3. Az ABCD konvex négyszogben ABD< = ACD<. Legyenek a BC és AD élek felez6pontjai rendre E és F. Az
AC és BD atlok metszéspontjanak az AB és C'D oldalegyenesekre es§ merdleges vetiiletei G és H.
Igazoljuk, hogy az E'F és GH egyenesek egyméasra merdlegesek. 7 pont

4. Az a, b, ¢ és d egészek olyanok, hogy az ac, be + ad, bd mindegyike oszthatd az n egésszel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a bc + ad Osszeg tagjai kiilon-kiilon is oszthatok n-nel, azaz n | be és n | ad. 7 pont



Harmadik (d6ntd) fordulo

1. A nemnegativ egészeken értelmezett ¢(n) figgvényre ¢(0) = ¢(1) =0, ¢(2) = 1. Ha n > 2, akkor ¢(n) a legkisebb
olyan pozitiv egész, amely nem osztja az n szaémot. Legyen T'(n) = t(t(t(n))). Hatérozzuk meg S értékét, ha

S =T(1)+T(2) +T(3) + ...+ T(2005) 4+ T(2006).

7 pont

2. Epitiink egy, az A kezd6pontbol induld, dsszesen 2006 darab ttszakaszbol alloé uthalézatot, amely korutat
nem tartalmaz. (Ezt agy értjik, hogy a halozat barmely pontjabol barmely masik pontjaba pontosan egy méddon
juthatunk el egymashoz csatlakozo ttszakaszokon.) Barmely két utszakasznak nincs kozos belsé pontja és legfeljebb
egy végpontjuk kozos. Az uthalozat egyik pontjaba egy értéktargyat rejtettiink el. Az A kezdGpontbodl elindul egy
jatékos, aki ezt szeretné megtalalni. Minden elagazasnal az onnan induld, még be nem jart atszakaszok koziil egyenld
valosziniséggel valasztja ki, merre menjen tovabb. Visszafordulni nem szabad tutja soran.

Az athalozatot ugy épitettiik meg, hogy a legkisebb legyen a valdszintsége annak, hogy a jatékos megtaldlja az
értéktargyat. Mekkora ez a minimalis valészintség? 7 pont

3. Adott a sikon egy K kozéppontu egységsugara kor és egy ezt nem metszé e egyenes. K-bol az e egyenesre emelt
mer6leges talppontja O, KO = 2. Legyen H azoknak a kordknek a halmaza, amelyeknek a kozéppontja e-n van és
kiviilr6l érintik a K kozépponti egységkort.

Bizonyitsuk be, hogy van a sikon olyan P pont, amelyb&l H minden kérének e-n levs atméréje ugyanakkora (0°-nal
nagyobb) szO0gben latszik. Hatarozzuk meg P helyzetét és a latoszog mértékét. 7 pont

I11. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulo

1. Igaz-e, hogy a 7k + 3, k = 0,1,2,... szamtani sorozatban végtelen sok palindrom szdm van? (Azokat a szamo-
kat nevezziik palindrom szdmoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjiban a jegyeket forditott sorrendben felirva
ugyanahhoz a szamhoz jutunk, pl. 12321.) 7 pont

2. Adott legalabb kettd, de véges sok 1/2" alaku szam, amelyek Gsszege legfeljebb 1 (és minden k pozitiv egész).
Lassuk be, hogy a szamok két csoportba sorolhatok ugy, hogy mindkét csoportban a szdmok Osszege legfeljebb 1/2.
7 pont

5. A [0,1] intervallumot 999 piros ponttal 1000 egyenls részre, 1110 kék ponttal pedig 1111 egyenls részre osztjuk
fel. Mennyi a legkisebb tavolsig egy piros és egy kék pont kozott, és ez hany pontparnal fordul els? 7 pont

3. Egy tetraédernek legalabb négy éle legfeljebb egységnyi hossztusagi. Mekkora lehet maximalisan a tetraéder
térfogata? 7 pont

4. Legyen AB az O kdzéppontu k kdrnek egy olyan hurja, amely nem atmérd. Jelolje M az AB szakasz felezépontjat,
R pedig az OM félegyenesnek a k-val vett metszéspontjat. Vegyiink fel egy tetszéleges P belsé pontot a rovidebbik
AR iven. A PM félegyenes messe a kort a (Q pontban, és legyen S az AB és QR harok metszéspontja. Az RS és PM
szakaszok koziil melyik a hosszabbik? 7 pont

Maisodik (déntd) fordulé

1. Egy tetsz6leges, nem derékszogi haromszog esetén rajzoljuk meg a talpponti haromszoget, majd ennek a talp-
ponti haromszogét stb. (a talpponti haromszog csucsai a harom magassagvonalnak a hozzajuk tartozo oldalegyenessel
valé metszéspontjai). Hany olyan, paronként nem hasonlo haromszog létezik, amelynek a szogei fokokban mérve egész
szamok, és az eljaras soran elébb-utobb az eredetihez hasonlé haromszoghoz jutunk?

2. Az r és s pozitiv egészekrdl tudjuk, hogy barmely k pozitiv egészre ks-nek legalabb annyi osztoja van, mint
kr-nek. Lassuk be, hogy r osztdja s-nek.

3. Egy kocka élhossza n egység. A feliiletét alkoto 6n? darab egységnégyzet koziil maximalisan hanyat lehet kijelolni
ugy, hogy semelyik kettének ne legyen k6zos oldala?



