B. 3849. Egy szabdlyos érmét addig dobdlunk, amig legaldbb egyszer kapunk fejet is és irdst is. Mennyi a dobdsok
szdmdnak a vdrhato értéke?

*

A feladatra két megoldast kozoltiink &prilisi szamunk 221-222. oldalan. Mindkét dolgozat — természetesen — ma-
ximalis pontszdmot kapott, de ugy éreztiik, vissza kell térniink rajuk. A szerzdk eljutottak a helyes eredményhez, a
méasodik megoldas heurisztikusan is vilagossa tette, amit az els6 kiszamolt. Maga a szdmolés igen latvanyos, érdemes
egy Gjabb példan szemiigyre venni, hogyan mtkodik.

Tegylik fel, hogy valaki ezuttal az

5 21 85 341
M=14+-4—+—+—+...
+ 5 + 1 + 3 + 6 +
végtelen Osszeget akarja ,kiszamolni”. Szamérzéke nincs, becsiilgetni vagy kisérletezni nem akar, az els6 megoldas

modszere viszont nagyon tetszik neki. Lelkesen munkahoz lat:

M= 1+1+1+1+1+ + 4+20+84+340+
S\ 2 4 816 ) \2 4 8 16 )7

A koz6lt megoldasbol tudja, hogy az els6 Osszeg > 2% = 2 (ezt egyébkent is tudta). A masodik 6sszeg minden tagjaban
n=0

egyszertlsit 2-vel, majd kiemel 2-t:

24—+ S =214+

10 42 170 5 21 85
2 4 8 2 4 8 ’

éppen a keresett Osszeg kétszerese. A kozolt megoldas modszere most is alkalmazhato:
M=2+2M ésigy M=-2!

Az eredmény enyhén szélva gyanis, pedig nem tortént mas, mint a megoldasban. Hol a hiba?
Talan ott, mondhatné valaki, hogy nem irtam le az Gsszeg altalanos tagjat; lehet, hogy a talalt kapcsolat csak
korlatozottan érvényes, késébb ,elromlik”. Megnyugtatasul: itt minden rendben van, az 0sszeg tagjainak nevezéi a

kett6 novekvs hatvanyai, az egyes szamlalok pedig az el6z6 szamlalo négyszeresénél eggyel nagyobbak: a kévetkezd

4-341+1
tag tehat 7—’_ Ha ezt a nevez§ reciprokaval csokkentjiik és egyszertsitiink 2-vel, akkor az el6z6 tag duplaja,

2-341+1
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Ezutan némi joggal vetddik fol a kérdés: mit szamolt ki tulajdonképpen a kozolt megoldas? MielGtt erre valaszol-

nank, nézziink egy ajabb példat.

Jol ismert az alabbi kiilonos okoskodas: az & — 22 eljaras” minden 1-t6] kiilonb6z6 pozitiv egészhez egy nagyobb
pozitiv egész szamot Allit el6. Masképpen szolva az 1 az egyetlen pozitiv egész, amelyik — moddszeriinkkel — nem
novelhets. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az 1 a legnagyobb pozitiv egész? Nem. Miért nem? Mondjuk azért, mert tudjuk
— elég ranézni — hogy az 1 nem a legnagyobb pozitiv egész. Ennél persze tobbet tudunk: azt, hogy nincsen legnagyobb
pozitiv egész szam. Kovetkezik-e a fenti szdmolasbol, hogy az M Osszeg értéke —2?7 Nem. Miért nem? Mondjuk azért,
mert tudjuk — elég ranézni — hogy az Osszeg nem —2. Kovetkezik-e az els6 megoldéas szamolasabol, hogy az az Osszeg
37 Igen? Miért igen? Mondjuk azért, mert tudjuk. .. . Mit is kellene tudnunk?

Vegyiik ismét szemiigyre a Jegnagyobb pozitiv egészrél” szolo fenti okoskodast. Hibas? Ahogy vessziik. Annak
bizonyitasaként, hogy az 1 a legnagyobb pozitiv egész, feltétleniil az. Kifogastalanul bizonyitja viszont az alabbi, els6
ranézésre talan kiilonos, de matematikai szempontbol teljesen korrekt — sét, igaz — allitast: ,,Ha a pozitiv egész szamok
kozott van legnagyobb, akkor ez az 17. (Az maés lapra tartozik, hogy a logika szabalyai szerint ez az Gsszetett allitas
mindenképpen igaz, hiszen az el6tagja hamis. Mi most egy masik bizonyitast adtunk erre.)

A ko261t megoldas, illetve az ugyanigy okoskodo, de elfogadhatatlan eredménnyel végz5dé szamolés soran is ilyesféle
helyzetben vagyunk. Igaz ugyanis a kovetkezs: ha tudjuk, hogy a végtelen Gsszeg egy jol meghatarozott értelemben
létezik, akkor a megoldas moédszere ki is szamolja. Pusztan abbdl viszont, hogy az eljaras akadalytalanul ,lefut” és
eredményt ad, nem kovetkezik, hogy a szoban forgd Osszeg létezik. Erre a tudésra az eljarastol fiiggetlen médon kell
szert tenniink.

Ilyenforméan a k6zolt megoldas ,csak” feltételes modban allja meg a helyét; vagy azzal a kezd6mondattal, hogy
»2Amennyiben a viarhato érték létezik. ..”, vagy pedig egy hivatkozassal a végtelen sorok elméletébdl ismert valamelyik
elégséges feltételre, amely biztositja, hogy a sornak létezik Gsszege. Szigortian véve ezek utan még arra is hivatkozni
kellett volna, hogy ekkor a ,médszer” lépései is jogosak, a végtelen tagu 0sszeg ugyanugy kezelhetd, mint a véges, azaz
példaul a tetszélegesen atrendezhetd.

Ko6zépiskolasként az ember ritkidn szembesiil az effajta hibaval. A tanult eljarasok — egyenletmegoldas, geometriai
szerkesztések — gyakorlasakor t6bbnyire magatol értet6dének szokas tekinteni, hogy az elGallitand6 objektum létezik.

marad, és nyilvan nincs akadalya a hasonlé folytatasnak.



Elsfordul ugyan, hogy egy egyenletnek nincsen megoldasa, illetve miutédn behelyettesitéssel rataldlunk egy gyokre, mas,
tobbnyire fliggvényvizsgalati modszerekkel tisztdzhato, hogy tobb megoldas nem létezik, a legtobb didk szemében a
masodfoki egyenlet megoldoképletének a mikddése testesiti meg az elvarhatd viselkedést: ha van megoldas, azt a
megoldoképlet el§ is allitja, ha pedig a megoldoképlet ,fejredll”, akkor megoldas sem létezik. A geometriai szerkeszté-
seknél nem a ,rettegett’ diszkussziéra gondolok; az ,csak” annyit jelent, hogy — elvben — minden lehetséges bemends
adatra meg kell vizsgalni a talalt szerkesztés mikodését; valahogy gy, ahogy — elvben — egy szamitégépes programot
szokés tesztelni. A szakemberek szerint a forgalomban 1év6 programcsomagok tele vannak hibaval; az altalunk k6zolt
megoldasokban mi magunk sem érvényesitjiik ezt az elvet — vagy legalabbis altalaban nem és semmiképpen sem ma-
radéktalanul. Van viszont egy masik, lényegesebb szempont, amelyet nagyon ritkian szoktak félvetni: hogy létezik-e a
megszerkesztendd haromszog, négyszog vagy barmilyen geometriai objektum. Szigortian véve azt is be kell bizonyitani,
hogy az eljaras tényleg azt allitja el§, amit a feladat megkovetel; az ilyesmi pedig — mint a fenti példa mutatja — nem
feltétleniil azon mulik, hogy az eljaras végigvihets-e, és gyakran annak elddntésébe torkollik, létezik-e, amit keresiink.

*

Ami a masodik megoldéast illeti, ott ilyen kérdés fol sem meriil. A megoldés szerencsésen aknézza ki, hogy a geomet-
riai eloszlas varhato értékének rendkiviil szemléletes jelentése van és ennek a révén kozvetleniil adodik a végeredmény.
Ebben a megkozelitésben folosleges firtatni, hogy van-e varhaté érték: az magatol értet6dden létezik éspedig a meg-
felel$ tulajdonsagokkal. Hogy ez mennyiben tekinthet$ bizonyitdsnak? Annyiban taldn, ahogyan az az érv, hogy ha
eqy test sebessége nulla, akkor a test dll ,bizonyitja”, hogy ha egy intervallumon egy fiiggvény deriviltja nulla, akkor a
fiiggvény az intervallumon konstans. Nyilvan van, aki az allitas els6 formajat érti, a masodikat pedig nem, ugyanugy,
mint azok, akik szemében az érmés feladatra adott méasodik megoldas a jozan ész alapjan vildgos és attekinthets, szem-
ben az elsé nehézkes szamolasaval. Mint ahogyan a fizika nyelvén magatol értet6ds allitas sem elsGsorban a megfelel
matematikai tétel bizonyitasat adja, hanem azt szemlélteti, hogy az analizis fogalmi keretei j6 modelliil szolgalhatnak
a fizika szdmara, itt ugyanis bizonyithat6 tételként jelenik meg a tapasztalati tény, a feladat két megoldasa egyiitt és
a sziikséges kiegészitésekkel arrol — is — szol, hogy a varhato érték matematikai fogalma szerencsésen ragadja meg azt,
amit a szemlélet alapjan elvarhatunk.



