I. rész

1. Két konvex sokszog belsd szdogisszegének kiilonbsége megegyezik eqy hétszog belsd szogisszegével, és egyikiknek
kétszer annyi csicsa van, mint ahdny oldala a mdsiknak. Hdny dtidjuk van dsszesen?

Megoldas. A két sokszog cstcsainak szama legyen n és m. Ekkor a belss szogeik sszege (n — 2) - 180°, illetve
(m — 2) - 180°. Ezek kiilonbsége egy hétszog belst szogosszegével egyezik meg, azaz (n —m) - 180° = (7 — 2) - 180°,
ahonnan az n —m = 5 Osszefiiggést kapjuk. Tudjuk, hogy az egyiknek kétszer annyi csicsa van, mint ahany oldala
a masiknak, de egy sokszOgnek ugyanannyi csicsa van, mint oldala, ezért 2m = n. Az egyenletrendszerbdl kapjuk:
n =10 és m = 5.
n(n2— 3) = 10(12_ 3) = 35, illetve m(m2— 3) = 5(52_ 3) = 5. Vagyis 0Osszesen 40 atlojuk van.

2. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletrendszert a pozitiv egész szdimpdrok halmazdn:

Az atlok szama:

27
27 15y+56 _

)

y—x=>.

Megoldas. Az els6 egyenlet teljesiiléséhez vagy az y* — 15y 4 56-nak kell 0-nak lennie, amibdl az 3* — 15y + 56 =
(y—T7)(y—8) miatt y = 8 vagy y = T; vagy az z-nek kell 1-nek lennie. A méasodik egyenlettel Gsszevetve az eredményeket
harom szampér elégiti ki az egyenletrendszert: (3;8), (2;7), (1;6).

3. A k(2 +42) —x(x+14+k)+3(x —2)(2k+1) — (1 —z)(k+3) = 0 egyenlet gyokei v, = 1 és xo = 2. Adjuk meg
k értékét.

Megoldas. Ha x; = 1, akkor ezt az egyenletbe helyettesitve 0-t kell kapnunk:

E22+4) - (1+14+k) +3(1-2)2k+1)— (1 - 1)(k+3)=0,
2 . ) 1
rendezve: 6k — Tk — 5 = 0, ennek megoldasai: k1 = 37 ko = —5
Hasonléan, ha x5 = 2, akkor
E2(24+8) =22+ 1+k)+3(2—2)(2k+1) — (1 —-2)(k+3) =0,
2 L. 3 1
rendezve: 10k“ — k — 3 = 0, ennek megoldasai: k1 = = ko = —5
1
Mivel mind a két feltételnek teljesiilnie kell, azért k = —5

4. Egy tedzoban ugy szolgdljak fel a tedt, hogy a csésze 16 db kockacukorral az adbran ldthatd mddon kiérberakhato
(a szomszédos kockacukrok csicsai Osszeérnek, egy-egy oldalukkal érintik a csészét, két-két csiucsuk pedig a csészealj
peremén van). Hiny cm a kockacukor éle, illetve a csésze sugara, ha a csészealj dtmérdje 10 cm?

2
Megoldas. Egy kockacukorhoz 1—2 nagysagui kozépponti szog tartozik. Ezt megfelezve és az OC sugarat berajzolva

2
az AOF derékszogi haromszogben r = ; -ctg (1—7;), az OCF derékszogii haromszogben pedig R? = (z + r)2 + (g) .
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Ebben az egyenletben R =5 és ctg (%) ~ 5 alapjan r ~ 5% A kovetkezs ,egyenletet” kapjuk:

5\° x\ 2
5= (ee2) (2
(w + 2:10) + 2
ahonnan x ~ \/5, azaz a kockacukor éle kb. 1,4 cm, a csésze atmérGje kb. 7 cm.

II. rész

k
5. Hdany megolddsa van az H|||az| - 1‘ - 1‘ — 1‘ - 1’ = 73: egyenletnek a pozitiv egész k értékétdl figgoen?

Megoldas. Készitsiink vazlatrajzot az f(z) = HH|$| -1 -1]- 1‘ - 1‘ fiiggvényrdl:

6 —4_-= 2 4 6 8 T

1
Az f(x) fiiggvénynek az 1 meredekségi egyenessel végtelen sok kozos pontja, az 3 meredekségii egyenessel 4 koézos

pontja van, és ezek a ,yvalasztévonalak”.

Ha k > 7, akkor egy, ha k = 7, akkor végtelen sok, ha k € {6;5;4;3}, akkor harom, és ha k € {2;1}, akkor 6t
megoldasa van az egyenletnek.

6. Adott a 10 egység oldali ABCD rombusz. Az A kézépponti, C csicson dthaladd kort belilrél érinti a B kézép-
ponti, D csicson dthalado kor. Hatdrozzuk meg a rombusz teriletét.

Megoldas. Legyen a nagyobbik kor sugara, ami egyben a hosszabbik &tl6 a rombuszban R, és a kisebbik kor
sugara, amely a rovidebbik &tlo, . Mivel a rombusz atl6i merélegesen felezik egymast, a Pitagorasz-tétel alapjan:

R2 7.2
— + — =100.
4 * 4

Mivel pedig a két kor érinti egymast: R —r = 10. A két Osszefliggésbdl a
2r? +20r — 300 = 0

méasodfoku egyenletet kapjuk, melynek pozitiv gyoke r = 5v/7 — 5, amibsl R = 5v/7 + 5.



A rombusz teriilete:

Rr  (5vV7—5)(5V7+5)

=75.

2 2

1
7. Az 2® +y? = 25 egyenletd kor, azy = —x>+1 egyenletd parabola és az abszcisszatengely eqy sikidomot hatdroznak
meg, amelyet megforgatunk az abszcisszatengely koril. Mekkora a keletkezett forgdstest térfogata?

Y :l/:é.'lf2+1
2,,
\—‘4 -2 0] 2 4 / T
T zz+y2:25

Megoldas. Hatarozzuk meg a parabola és a kor metszéspontjainak koordinatait. A két egyenletbsl a metszéspon-
tok: A(—3;4) és B(3;4). A keletkezett forgéstest térfogata:

3

5
r 2
V =2r /(%$2+1) d:b+/(25—x2)dx} =
B 3

0

3 5
r 4
—27‘(/(%+2i+1)d$+/25—I ]—
0 3
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w{45—|— 9 —|—x]0—|— 71'[53: 3}3 57T—|— 371' 1571' 99,

8. Egy cég golyo alaki, témor ragdgumit gydrtott, és darabjdit 10 forintért adta el. Az alapanyagok driguldsa miatt
az elddllitasi koltség 300%-kal novekedett. A gydrtd szeretné, ha a rdgégumik eladdsa utdni nyereség és az elddllitdsi
koltség ardnya nem vdltozna, ezért a ragogumi darabdrdt 20 forintra emelte. A terméket is dtalakitottik: a 2 co atmérdji
gomb alaki rdagogumik belseje egy koncentrikus gomb alaki treget is tartalmaz. Szdmoljuk ki az ij rdgogumi faldnak
vastagsdgat.

Megoldas. Legyen a régi fajta ragogumi elGallitasi koltsége = Ft, és legyen az 0j és a régi ragogumi mennyiségének
(tomegének) aranya y (z,y # 0). Ekkor a kovetkezs tablazatot készithetjiik:

Régi fajta | Uj fajta

Az elsallitas koltsége (Ft) x dzy

Az eladasi ar (Ft) 10 20

Nyereség darabonként (Ft) 10—z 20 — 4zy

10—z 20 — 4zy
x dxy

Arany




Mivel az elGallitas utan a nyereség/koltség arany nem valtozott, azért:

10—z 20 —4zy 1
= , ahonnan y=—.
x dxy 2

1.
Az 1j ragogumi anyagfelhasznalasa fele a régiének, a belsejében 1év6 {ires gomb sugara i/; . Igy a rdgogumi falanak

1
vastagsaga 1 — {/; ~ 0,2 cm.

9. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket:

) Ve —44++Vr—5—1="Tr—x* -2y,
a
logs 647 - log, 125Y = 45.
Ty +y =2
b) z-m xT—1
1—y)-2cos— = .
(1-y) 2cos ==+

Megoldas. a) A feladatban 2 > 5-nek teljesiilni kell. A mésodik egyenlet bal oldalat atalakitva:

logs 64” - log, 125Y = logs 4% - log, 5% = 3z - logs 4 - 3y - logy 5 = 9y - logs 4 - log, 5 = 9y,
—_————
1

ahonnan xy = 5.
Az els6 egyenletbe behelyettesitve:

Vi—4+vVr—-5-1=Tz—2>-10= (z — 5)(2 — x).

A kikotések miatt > 5. A bal oldal szigoriian monoton ng, nem negativ és csak z = 5-nél egyenls 0-val.

A jobb oldal 2 > 5 esetén nem pozitiv, és x = 5 esetén 0. Igy csak az 2 = 5 megoldas. Az egyenletrendszer
megoldasa: (5;1).

b) Az x = —1 jol lathatéan nem megoldas.

Ha x # —1, akkor az elsd egyenletbdl: y = T A maésodik egyenletbe beirva:

T+

A bal oldalt tovabb alakitva:

r+1 2 T r—1 T
— -2 cos =2- - COS .
r+1 x+1 3 rz+1 3

1 . 1 -1 .
A2 Y cos T2 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Szorzatta alakitva: < (2 cos T _ 1) = 0.
x

z+1 3 z+1 ) +1 3
Innen kapjuk, hogy = = 1, illetve cos % =35
Mivel 1 1+ 6k 1 5 5+ 61
3= cos (% + 2/€7r) = COoST ( —;, ) , illetve 3= cos (% + 2l7r> = CcosT (%) ,

ezért a két megoldascsoport z = 6k + 1, illetve = 61 + 5, ahol k,l € Z, és ebben az x = 1 is benne van.

1 1
A ldasok: | 6k + 1; —— |, ahol k € Z, ill 45 —— hol | € Z.
megoldaso <6 + ,3k+1>,ao € Z, illetve <6 +5,3l+3),ao €



