A logaritmikus kézépre vonatkozd egyenlGtlenségekrdl

El6z6 szadmunkban megjelent kdzos cikkiikberl] Kovdcs Veronika és Petz Dénes ismertették ket pozitiv szam loga-

Az x és y pozitiv szamok logaritmikus kozepe:
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x ha z=y.

ha z #y,

Ez a képlet joval bonyolultabdb, mint a szdmtani, vagy a mértani kizép képlete. Az sem ldtszik azonnal, hogy L(z;y)
egy pozitiv szam, méqg kevésbé az, hogy x és y kozé esik. Mindezek a tulajdonsdgok kévetkeznek az aldabbi tételbdl:

G(z;y) < L(z;y) < A(w;y)

minden pozitiv x és y szdmra.

A cikkben kozolt bizonyitasok egy igen hatékony technika iskolapéldai: a bizonyitando6 egyendétlenségeket alkalmas
1j valtozod bevezetésével egyvaltozossa alakitva azt kell igazolni, hogy egy adott fiiggvény — a két oldal kiilonbsége — egy
intervallumon pozitiv. Ellenérizve, hogy az intervallum bal oldali végpontjaban fennall az egyenlGtlenség — a példakban
éppenséggel az egyenlGség teljesiilt, de ez is elég — elegendd bebizonyitani, hogy a fiiggvény névs, vagyis a deriviltja
pozitiv.

Az alabbiakban mutatunk egy masik bizonyitast. Ehhez elGszor bevezetiink egy 1j, dltalanosabb kézepet és kimon-
dunk egy erre vonatkoz6 eredményt, amelynek mindkét egyenlStlenség azonnali kovetkezménye. Ez az altaldnosabb
kozép egyuttal a latszolag onkényesen értelmezett logaritmikus kozép egy lehetséges szarmaztatasara is rAmutat.

Az integralkézép

Legyen az f fliggvény az [a;b] intevallumon integralhato. Ekkor szokas az f fiiggvény ,4atlagos értékérsl” beszélni
az [a; b] intevallumon, a fizikusok példaul igy értelmezik az effektiv dramerdsséget. Ezt az atlagos fliggvényeértéket az
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egyenlGséggel értelmezziik, tehat ha I-vel jeloljiik az f fliggvény integraljat az [a; b] intevallumon, akkor:
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Tegyiik fel még, hogy az f fiiggvény folytonos és kolcsonosen egyértelmi az [a;b] intevallumon. A folytonossag
persze biztositja az integralhatosdgot és minden feltétel teljesiil példaul a szigorian monoton folytonos fiiggvényekre.
Hivjuk ezek utan az a, b szdmok f-integralkdzepének a
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mennyiséget (1. dbra).
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1Kovacs Veronika—Petz Dénes: Szdmtani kozép, mértani kézép meyg ilyenek, K6MaL 2006/3. sz., 130-136. oldal.



Ez a definici6é értelmes, hiszen a folytonossag és a hatarozott integralra vonatkozo elemi becslések szerint az [a; b]-
beli ,atlagos fliggvényérték”, 7 benne van a fliggvény értékkészletében. Az is nyilvanvalo, hogy a < Ky(a;b) < b
valoban ,kozéppel” van dolgunk. Mivel pedig az f fiiggvény folytonos, a Newton—Leibniz-tétel szerint

)

Ky () = lim K p(asb) = .

A definicibban a fiiggvény inverzét alkalmazzuk g-ra: ez természetes 1épés és valamiképpen annak a folytonos
valtozata, ahogyan példaul a mértani kézépben a szorzatbol négyzetgyokot, az n-edik hatvanykozép képzésekor pedig az
n-edik hatvanyok atlagabol n-edik gyokot kell vonnunk ahhoz, hogy az adott szdmokkal azonos dimenzi6ji mennyiséget
kapjunk.

Konnyt ellendrizni, hogy ha f(x) = z, akkor az a és b szamok integralkézepe éppen a szamtani kozepiik, a
logaritmikus kozepet pedig az f(x) = z ! valasztassal kapjuk:

K,-1(a;b) = L(a;b).

Az integralkozép egyik fontos tulajdonsaga, hogy az f fiiggvényre vonatkozo természetes feltételek teljesiilésekor Ossze-
hasonlithat6 az a és b szamok szamtani kézepével. Ezt mondja ki az alabbi

Tétel. Ha f pozitiv, n6v6 és konkav vagy fogyd és konvex, akkor
Ky(a;b) < A(a;b).

(Ugyanigy ha f nové és konvex vagy fogyo és konkav, akkor a fenti egyenldtlenség forditva teljesil: A(a;b) < Kr(a;b).)

A bizonyitasok leolvashatok az dbrdkrol: annak a derékszogd trapéznak a T teriilete, amelynek a szara az (A; f (A))
pontban hizott érints, T = f(A)-(b—a). Ez a teriilet pedig éppen az f — és f~! — monotonitasanak megfelel iranybol
becsiili az integralt.
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A G(a;b) < L(a;b) < A(a;b) egyenlétlenségek bizonyitasa

b
L(a;b) < ot egyetlen hivatkozas: f(z) = 27! fogyo és konvex, ha x > 0.

A Vab < L(a;b) egyenl6tlenséghez legyen f(x) = e”. Ez a fliggvény nové és konvex, tehat

U+ v SKf(u;v)zlne —e
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ahonnan u = Ina és v = Inb valasztassal kapjuk a bizonyitand6 allitast.



