
A logaritmikus középre vonatkozó egyenl®tlenségekr®l

El®z® számunkban megjelent közös ikkükben
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Kovás Veronika és Petz Dénes ismertették két pozitív szám loga-

ritmikus közepének a de�níióját:

Az x és y pozitív számok logaritmikus közepe:

(1) L(x; y) :=











x− y

lnx− ln y
ha x 6= y,

x ha x = y.

Ez a képlet jóval bonyolultabb, mint a számtani, vagy a mértani közép képlete. Az sem látszik azonnal, hogy L(x; y)
egy pozitív szám, még kevésbé az, hogy x és y közé esik. Mindezek a tulajdonságok következnek az alábbi tételb®l:

G(x; y) ≤ L(x; y) ≤ A(x; y)

minden pozitív x és y számra.

A ikkben közölt bizonyítások egy igen hatékony tehnika iskolapéldái: a bizonyítandó egyen®tlenségeket alkalmas

új változó bevezetésével egyváltozóssá alakítva azt kell igazolni, hogy egy adott függvény � a két oldal különbsége � egy

intervallumon pozitív. Ellen®rizve, hogy az intervallum bal oldali végpontjában fennáll az egyenl®tlenség � a példákban

éppenséggel az egyenl®ség teljesült, de ez is elég � elegend® bebizonyítani, hogy a függvény növ®, vagyis a deriváltja

pozitív.

Az alábbiakban mutatunk egy másik bizonyítást. Ehhez el®ször bevezetünk egy új, általánosabb közepet és kimon-

dunk egy erre vonatkozó eredményt, amelynek mindkét egyenl®tlenség azonnali következménye. Ez az általánosabb

közép egyúttal a látszólag önkényesen értelmezett logaritmikus közép egy lehetséges származtatására is rámutat.

Az integrálközép

Legyen az f függvény az [a; b] intevallumon integrálható. Ekkor szokás az f függvény �átlagos értékér®l� beszélni

az [a; b] intevallumon, a �zikusok például így értelmezik az e�ektív áramer®sséget. Ezt az átlagos függvényértéket az

y(b − a) =

b
∫

a

f(x) dx

egyenl®séggel értelmezzük, tehát ha I-vel jelöljük az f függvény integrálját az [a; b] intevallumon, akkor:

y =

b
∫

a

f(x) dx

b − a
=

I

b− a
.

Tegyük fel még, hogy az f függvény folytonos és kölsönösen egyértelm¶ az [a; b] intevallumon. A folytonosság

persze biztosítja az integrálhatóságot és minden feltétel teljesül például a szigorúan monoton folytonos függvényekre.

Hívjuk ezek után az a, b számok f -integrálközepének a

Kf(a; b) = f−1(y) = f−1

(

I

b− a

)

mennyiséget (1. ábra).

1. ábra
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Ez a de�níió értelmes, hiszen a folytonosság és a határozott integrálra vonatkozó elemi beslések szerint az [a; b]-
beli �átlagos függvényérték�, y benne van a függvény értékkészletében. Az is nyilvánvaló, hogy a < Kf (a; b) < b,

valóban �középpel� van dolgunk. Mivel pedig az f függvény folytonos, a Newton�Leibniz-tétel szerint

Kf (b; b) = lim
a→b

Kf (a; b) = b.

A de�níióban a függvény inverzét alkalmazzuk y-ra: ez természetes lépés és valamiképpen annak a folytonos

változata, ahogyan például a mértani középben a szorzatból négyzetgyököt, az n-edik hatványközép képzésekor pedig az

n-edik hatványok átlagából n-edik gyököt kell vonnunk ahhoz, hogy az adott számokkal azonos dimenziójú mennyiséget

kapjunk.

Könny¶ ellen®rizni, hogy ha f(x) = x, akkor az a és b számok integrálközepe éppen a számtani közepük, a

logaritmikus közepet pedig az f(x) = x−1
választással kapjuk:

Kx−1(a; b) = L(a; b).

Az integrálközép egyik fontos tulajdonsága, hogy az f függvényre vonatkozó természetes feltételek teljesülésekor össze-

hasonlítható az a és b számok számtani közepével. Ezt mondja ki az alábbi

Tétel. Ha f pozitív, növ® és konkáv vagy fogyó és konvex, akkor

Kf (a; b) ≤ A(a; b).

(Ugyanígy ha f növ® és konvex vagy fogyó és konkáv, akkor a fenti egyenl®tlenség fordítva teljesül: A(a; b) ≤ Kf (a; b).)

A bizonyítások leolvashatók az ábrákról: annak a derékszög¶ trapéznak a T területe, amelynek a szára az

(

A; f(A)
)

pontban húzott érint®, T = f(A) ·(b−a). Ez a terület pedig éppen az f � és f−1
� monotonitásának megfelel® irányból

besüli az integrált.

2. ábra

3. ábra

A G(a; b) ≤ L(a; b) ≤ A(a; b) egyenl®tlenségek bizonyítása

L(a; b) ≤ a+ b

2
egyetlen hivatkozás: f(x) = x−1

fogyó és konvex, ha x > 0.

A

√
ab ≤ L(a; b) egyenl®tlenséghez legyen f(x) = ex. Ez a függvény növ® és konvex, tehát

u+ v

2
≤ Kf (u; v) = ln

eu − ev

u− v
,

ahonnan u = ln a és v = ln b választással kapjuk a bizonyítandó állítást.
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