1. Bevezetés

Ebben a cikkben roviden leirom, hogyan-miképp sziiletett a matematikai analizis, més néven kalkulus vagy a
differencial- és integralszamitas. A jobb érthetGség kedvéért a mai jeloléseket alkalmazom, jelentGsen leegyszertsitve
ezzel a korabeli kutatok nehézségeit. ElGszor ismertetem az 6kori és az djkori el6zményeket. Késébb koérvonalazom a
kalkulus alkotoinak, Newtonnak és Leibniznek a kezdeti és a kiérlelt eredményeit. Végiil mesélek a felfedezés elsGbbsé-
gérdl folyo éles vitarol. A cikknek tobb célja is van: 1. Megmutatni, hogy milyen érdekes és hasznos dolog a matematika.
2. Szemléltetni, hogy a nagy gondolatok hosszu vajudassal, szdmos jelentSs részeredmény kidolgozasa utan sziiletnek
meg a zsenik fejében, de gyakran egymaéstol fiiggetleniil, és nagyjaboél egyidében.

A tagolas kedvéért a gondolatmenet szempontjabol fontos allitdsokat tételként mondom ki, a mellékesek viszont a
példak vagy a feladatok kozott szerepelnek (az irds végén megadom a megoldasvazlatokat).

2. Okori el6zmények

Az analizis o0kori el6zményei koziil egy-egy jellemzs eredményt emlitek meg a teriilet- (vagy térfogat)-, illetve
az érintGszamitasrol, amelyet kozépiskoldban is tanitanak. Felhivom a figyelmet arra, hogy a vizsgalt kérdések joval
talmutatnak az 6kor gyakorlati kovetelményein, és egy olyan igényes elméletet tiikréznek, amelyre csak a 17. szazadtol
kezdve lesz majd gyakorlati igény.

Az els6 eredmény az okor egyik legnagyobb matematikusatol, Arkhimédésztél (meghalt i.e. 212) szarmazik, az
R-sugara félgomb térfogatanak képlete. Talan erre volt a legbiiszkébb, allitélag a bizonyitas Gtletét vésette a sirjara is.

1. tétel (Arkhimédész, i.e. 3. sz.). Az R-sugari félgomb térfogata az R-sugari alapkord és R magassdgu henger
térfogatinak a g-ada:
27 R3

V= .
3

Bizonyitasvazlat. Kozépiskolabol ismert, hogy Arkhimédész a gomb térfogatat agy szamitotta ki, hogy egy R-
sugart és magassagu hengerbdl , kivonta” a beleirt kupot, és a Pitagorasz-tétel segitségével megallapitotta, hogy minden
magassagban a ,kiilonbség” test és a félgdbmb vizszintes metszetének a teriilete azonos. Ekkor belathatd, hogy a két
test térfogata is egyenls [3]. O

A masodik eredmény az okor egyik leghiresebb geométerétsl, Apolloniusztol szarmazik. Azt kell tudni hozzé, hogy
egy folytonosan differencialhaté konkav gorbe érintdje egy olyan egyenes, amelynek egy kozods pontja van a gorbével,
és végig a gorbe folott halad.

2. tétel (Apolléniusz, i.e. 210 koriil). Az y* = 2px (fekvd) parabola felsé dgdnak xo pontbeli érintdje az y-tengelyt

% magassdgban metszi, ahol y% = 2pxg.

Megjegyzés. A 2. tételbdl elemi geometriailag levezethets, hogy a parabolatiikbrbe vizszintesen beesé fénysugarak
a visszaverddés utdn dtmennek a (O; g) koordin&taji ponton. Ezért hivjak e pontot gyujtopontnak, fokusznak.

3. Ujkori elézmények

Hossza veszteglés utan, a 16. szazadra teljesen megtjult Eurdpa szellemi élete. Amerika felfedezése és a koper-
nikuszi fordulat (t.i. a Fold kering a Nap koriil) a gyakorlat szdmara is megkovetelte a gorog orokség feldolgozasat
és tovabbfejlesztését. Ennek egyik szakaszaként 1630 koriil René Descartes és Pierre Fermat bevitték az algebrai
szemléletet a geometridba, megalkottdk a koordinatageometriat. Ennek segitségével a korabbinél joval konnyebben
lehetett geometriai és egyéb feladatokat megoldani. (A 2. tételben szerepls koordindtageometriai jeloléseket a gorogok
altalanosan még nem ismerték!)

El6szor két altalanos (nem geometriai) eredményt emlitek. Megcserélve a fenti sorrendet, az elsé tétel az érintGsza-
mitasrol szol.

3. tétel (Fermat, 1630 koriil). Legyen a > 0 egy raciondlis szdm, és x > 0 tetszdleges valds szdm. Ekkor az z*
fiigguény = pontbeli érintdjének meredeksége ox™ L.

Bizonyitasvazlat. Itt csak a természetes kitevire igazoljuk a tételt és « helyett n-et irunk, az altalanos bizonyitast
az 1. feladatban tizziik ki. Legyen y egy x-t6l kiilonb6z6 valos szam és irjuk {6l az

yn _ xn _ (y _ ,’E)(ynil +y"72w+ o +yxn72 +xn71)

! Koszdnetemet fejezem ki Pataki Jdnosnak a cikk irdsdhoz nyujtott segitségéért.
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Behelyettesitve a jobb oldalon y = z-et, a bal oldalra nz" ! adédik. Fermat még nem ismerte a hatarértek fogalmat,

0
de a 0 alak nem okozott neki kiilonésebb gondot. [
1. feladat. Igazoljuk negativ, illetve raciondlis kitevére is a 3. tételt.
A teriiletszamitasrol szol a

4. tétel (Fermat, 1636). Legyen o # —1 egy raciondlis szdm és legyen a és b két pozitiv valds szdm. Ekkor az x©

fiigguény alatti terilet a és b kézdtt
ba+1 _ aa+1

a+1

Bizonyitasvazlat. Osszuk 6l az a és b kozotti szakaszt m részre gy, hogy az osztépontok meértani sorozatot
alkossanak: x; = aq', i =1,2,...,m — 1, m. Irjuk ki a téglanyGsszeget:

Sm=a%ag—a)+...+ a®q®t=1 (aqi — aqifl) + .. +a%gmh (aqm — aqul).
A ¢*™! hanyadost mértani sor osszegképletével meghatarozzuk az sszeg értékeét:
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Ha m — oo, akkor ¢ — 1, a 3. tétel értelmében a szorzlja n 1—hez tart. O
@

A 4. tétel egyetlen egy esetben nem érvényes, ha o = —1. Az eredményt ekkor a Napier altal 1614-ben folfedezett
természetes (e = 2,718 ...) alapu logaritmus adja, amelyre még az 5. példaban visszatériink.

4*, tétel (Saint Vincent, 16227-1647 koz6tt). A hiperbola alatti teriilet

b1
/ —dx=Inb—1Ina.
0 T

Bizonyitasvazlat. Ekkor a 4. tétel bizonyitasaban

(g — 1)(lnb—lna)'

S = —_ 1 =
»Csak” azt kell tudni, hogy éppen a természetes alapt logaritmusra igaz, hogy

-1
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Erre a kérdésre majd élesebb fegyverek birtokaban visszatériink (5. példa és 4. feladat). O
A 3. és a 4. tétel segitségével gépiesen is megoldhatjuk a két okori feladatot (megtalalhatjuk az 1. és a 2. tételt).

1
1. példa. Parabolatiikér. A 3. tétel értelmében az y* = x gorbe xo pontbeli érint6jének meredeksége Yo = T,
T

tehat y = yo + m(z — xp) az x = 0 pontban
y=yo—mxo=\/$—o—2—\/50wo=727.

2R3

2. példa. Az R sugart félgomb térfogata . Valoban, allitsuk a félgdmbot akarmelyik f6korére, és r magassag-

ban a f6korrel parhuzamos sikkal messiik el. Ekkor egy v/ R? — r2 sugaru kort kapunk, s ennek teriiletét a magassag
szerint integrdlva (ezt a szot Leibniz késsbb talalta ki!) adodik a térfogat:

R 3
V:W/ (R2—T2)dT—7T<R3—R—>—27TR3.
o 3)73

Figyelemre mélto, hogy integrdldskor ismét megjelenik Arkhimédész remek gondolata a henger és a kap kiilénbségérdsl,
de mechanikus moédszeriink most mar magatél adja az otletet.



A gorog matematika ismerte a mi ,nevezetes szorzatainkat” és sik-, illetve térmértani jelentést tulajdonitott nekik.
Ilyen a kéttag négyzetére és kobére vonatkoz6 azonossag: (x + y)° = 22+ 2zy+y° és (z + y)° = 2® + 322y + 32y +¢/°.
A késSbbickre valo tekintettel z 4+ y helyett inhomogén alakban irjuk fol a kéttagot: igy az (1+ h)? = 1 + 2h + h? és
1+ h)3 =1+ 3h + 3h* + h® azonossagokat kapjuk. Ezt altalanositja a kovetkezs tétel tetszéleges n kitevére.

5%, tétel (Klasszikus binomialis tétel). Legyen h eqy valds szdm, és n egy természetes szdm. Az (1 4+ h)" kifejezés
a kovetkezd n-edfoki polinom:
nn—1)-...-(n—k+1)
k!

(1+h) " =14nh+...+ R Y e L

ahol k! =1-2-... -k jeloli a k-faktoridlist.

Eletrajzi kitéréként megemlitem, hogy a 3. és a 4. tétel felfedezGje, Pierre Fermat (1601-1665) francia jogész volt,
aki életében semmilyen munkajat sem kozolte nyomtatasban, csak baratainak (koztiik Descartes-nak és Pascalnak)
kiildte meg levélben eredményeit. Mai hirnevét nem annyira a mar emlitett analizisbeli eredményeinek, mint inkdbb az
un. Fermat-sejtésnek koszonheti. E kérdés nehézségére jellemzs, hogy a vilag legjobb matematikusainak hosszas erd-
feszitése utan is csak 1994-ben sikeriilt bizonyitani a sejtést. Blaise Pascal (1622-1664) nevével az idGjarasjelentésben
mindennap taldlkozunk, de a francia nyelv egyik legnagyobb mestereként is szamon tartjik.

4. A felfedezés kapujaban

A 3. és a 4. tétel Gsszehasonlitasabol gyerekjaték lett volna rajonni arra, hogy a differencidlas és az integralas
egymaés inverz mivelete: b helyett xz-et irva a 4. tételben:

a7’ (n+1)a™ n
= _— = r
n+1 n+1 ’

és viszont. De az akkori matematikusokat nem érdekelték az altalanos figgvények, magat a szot is csak Leibniz talalta
ki.

1670 koriil kezdsként megjelent a szinen torténetiink két foszereplGje: az angol Isaac Newton (1643-1727) és a
német Gottfried Leibniz (1646-1716). A matematikatorténet két oridsa valodi polihisztorként vonult be a tudomany-
torténetbe: mai napig Newtont a vildg egyik, ha ugyan nem a legnagyobb elméleti és kisérleti fizikusanak tartjuk,
Leibniz-t pedig a vilag egyik legnevesebb filozofusanak és tudomanyszervezGjének. A modszerrel is kiilonb6z6 céljuk
volt: Newton a fizikdban el6fordulé mozgasegyenleteket (szakszoval: differencidlegyenleteket) akart megoldani; Leibniz
pedig egy altalanos logikai médszert akart megalkotni, amellyel a szadmolas gyerekjaték.

Newton szinte jatékként megnézte, mi térténik a binomialis (5*.) tétellel, ha természetes kitevs helyett tort- vagy
negativ kitevét is megenged.

5. tétel (Newton-féle binomialis tétel, 1665). Legyen o # 0 wvalds szdm, és legyen h > —1 wvalds szdm. Ekkor a
polinom helyére eqy végtelen sor lép:
ala—=1)-...-(a—k+1)
k!

(1+h)*=1+ah+...+ RF 4.

Newton nem bizonyitotta be a tételt, de felhasznalta a tort és negativ kitevGs hatvanyfiiggvény érintGjének és
integraljanak a meghatarozasara (a 3. és a 4. tétel). Newtont a binomialis tételnek ez az altalanositasa ébresztette ra,
hogy a polinomok kényszerzubbonyat ledobva, ki kell és ki lehet 1épni a végtelen sorok vildgaba, ahol a korabbinal
sokkal szélesebb fiiggvényosztalyokat tudott vizsgalni.

3. példa. A binom reciproka. Felirjuk a Newton-féle binomiélis tételt « = —1-re:

1
—  =l-z+22 4.+ (=D
14+

Az eredmény nem mas, mint a végtelen mértani sor Ssszegképlete, amikor a hanyados —z. Integraljuk mindkét oldalt
0 és x kozOtt a 4. és a 4*. tétel felhasznalasaval:

x? 28 z"
In (1 =r— =4+ 4. ..+ (-1
n(l+z)=x 5t + +( )n+1+

+1

Csodalatos végtelen hatvanysort kaptunk a logaritmus fliggvényre, amely lehet6vé teszi a logaritmus gyors és pontos
kiszamitasat és nagyon sokjegyd tablazat készitését.



2. feladat. Igazoljuk az 1. feladat allitasat az altalanositott binomiélis tétel segitségével is. (Bar a matematikatorténet-
konyvekben mindeniitt szerepel ez a feladat, nem igazan latom, hogy miért részesitette Newton elényben az 1. feladat-
beli modszerrel szemben.)

Leibniz fejlédésében az egyik attorést a kdvetkezs sor Gsszegzése jelentette:

4. példa (Leibniz, 1673).

1 1 1

—t—+ ...+ —+... =1
1~2+2~3+ +n(n—|—1)+

Valéban, tagonként behelyettesitve az
1 1 1

nin+1) n n+l
Osszefiliggést, az egymast kovets £+ tagok kiejtik egymast, marad az elsg tag, 1.

Ez diszkrét valtozatban azt mutatta Leibniznek, hogy az Osszegképzésben segit, ha a tagokat az Osszegfiiggvény
megvaltozasaval irjuk fel.

5. Az attorés

Az attoreés els6 része a differencidlszamitds kidolgozasa volt. Ez a megkozelités a fiiggvényt az érinték segitségével
vizsgalja. A kulcskérdés az érinté meredekségének kiszamitasa volt. Ma ezt a hir meredekségének a hatarértékeként
definidljuk, de Newton és Leibniz tudatosan lemondott a szabatossagrol, és a 3. és a 4. tétel bizonyitdsanal latott
heurisztikus utat kovették altalanosan is. Mai jeloléssel élve:

Mind Newton, mind Leibniz kidolgozott egy szabélygytjteményt, amelyet ma is szinte valtozatlan formaban tani-
tanak. Példaul két differencialhato fliggvény Osszegének a derivaltja a derivalt fliggvények Osszege: (f + g)/ =f+4.
A szorzat és a hanyados derivaltjdhoz mar ,jigazi” képletre van sziikség.

6. tétel. Két fiigguvény szorzatdnak és hanyadosdanak a derivdltja rendre:
o (I _f9-1d
(f9) = fg+rd és (— =
g g
Megemlitjiik az Gsszetett fliggvény derivalasarol szolo lancszabélyt és specidlis esetét, az inverzfiiggvény derivalasat.

7. tétel. a) Ha az u = g(x) folytonosan differencidlhatd belsd fiigguény behelyettesithetd a szintén folytonosan
differencidlhato y = f(u) kiilsd fiigguénybe, akkor a keletkezd y = f(g(x)) dsszetett figguény derivdlhats és a derivdlt
a kiilsd és a belsd fiigguény derivdltianak a szorzata:

[£(9(2))]" = ' (w)g/(2).

b) Ha az y = f(x) figgvény differencidlhaté és derivdltja nem nulla, akkor létezik inverzfiigguénye, amelynek a
derivdltja az eredeti fiigguény derivdltjanak a reciproka:

1
f(@) z=f~1(y) .

J'(y) =

Bizonyitasvazlat. Heurisztikusan érvelve tekintsiik a differencidlhanyadosokat torteknek

dy_dydu e 1
de  du dx dy_%7

s adodik mindkeét allitas. [

Ezekkel a szabalyokkal minden elemi fiiggvény (hatvany, exponencilis, szogfiiggvények kombinacioi) derivaltjai
elGallithatok a rész-elemi fiiggvények derivaltjainak fliggvényeként.

Néhany példat mutatunk be az Gj modszer erejére.

3. feladat. A 7. tétel segitségével is oldjuk meg az 1. feladatot.

5. példa (Exponencialis fiiggvény). Kérdés: Melyik az a fliggvény, amelynek 0-ban 1 az értéke, és a derivaltja

onmaga? A valasz

T 1'2 n

x
=14+—-—4+—==4+...+—+....
e(x) —|—1+2!+ +n!+



Valéban, félretéve a matematikai szigort, derivaljuk tagonként az e(z) végtelentagt hatvanysort: az els6 tag eltiinik, a
masodik tag az elsgvé valik, az n-edik pedig az (n — 1)-edikké:

d ™ znfl

den! ~ (n—1)

Belathato, hogy mas ilyen fiiggvény nincsen. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a megoldas éppen az e-alapu expo-
nencidlis figgvény: e(x) = €%, ahol az alapszam
1

1 1
e=1+-+—+4...+

1T E—i_

Megemlitjiik, hogy ebben a példaban egy differencidlegyenletet oldottunk meg: egy olyan ,egyenletrendszert”, amelyben
az ismeretlen fiiggvényen kiviil a fliggvény derivaltja is szerepel. Meglep6 moédon az exponenciélis fiiggvény hatvany-
sorat Newton és Leibniz csak kdzvetve, a logaritmus inverz-hatvanysoraként kapta. Csupan joval késébb jott ra Euler
a kozvetlen levezetésre.

4. feladat. Igazoljuk, hogy e* a 4*. tételnél bevezetett természetes logaritmusfiiggvény inverze.

Ratériink a masodik részre, a teriiletszamités altalanositasara, a hatdrozott integrdldsra. Ez az analizis fogalmilag
koénnyebb, de algoritmikusan nehezebb részre. Fermat-t kovetve (4. tétel), folosztjuk a korlatos [a;b] intervallumot n
részre:

a=20 <1< Ty < < Tp_1<xy =0

Vegyiik az [x;; 2,11] szakasz tetszbleges z; pontjat, és képezziik az
S, = f(Zo)(,’El - ,’Eo) +...+ f(Zl)(CL'H_l — J,'l) +...+ f(zn—l)(xn — LL‘n_l)

Osszeget. Ha az S, Osszegnek van hatarértéke, és ez a hatarérték fiiggetlen a felosztassorozattol, akkor a fiiggvényt
integrdalhatonak nevezziik, és az integral értékét a hatarértékkel azonositjuk:

I =1imS,.

Paradox moédon a kalkulus sikeres kidolgozasahoz le kellett mondani az 6kori gérogok szabatos gondolkodasardl,
és példaul a sikidomot mint szakaszok Osszességét kellett elgondolni. Ez sok logikai zavart okozott, de az eredmé-
nyek onmagukért beszéltek. Csak kétszaz éves késéssel, 1870 koriil sikeriilt kialakitani a kalkulus logikailag szabatos

rendszerét.
m

Némi kisérletezés utan, a Z y;0x; Osszeg folytonositasaként”, a nagy szigmat némileg kisimitva, Leibniz bevezette

=1
/ab (z) da.

az integralas jelét, s ebbdl alakult ki a mai

8. tétel (A Newton-Leibniz-formula). Legyen f egy folytonos fiigguvény a korldtos [a;b] szakaszon. Tegyiik fol, hogy
létezik egy olyan F figguény, amelynek derivdltja a szakasz minden pontjdban megegyezik az f fiigguény értékével:
F'(x) = f(x). Akkor az f fiiggvény integrdlja azonos az F fiigguény vdltozdsdval. Képletben:

Ezutan kimondhat6 az analizis alaptétele:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy ha létezik egy un. primitiv F' fiiggvény, akkor minden F + ¢ fiiggvény is ilyen,
ahol c egy tetszéleges allando.

2. Figyeljiik meg, hogy mar a specialis 4. tétel bizonyitasaban is megjelenik az f fiiggvényhez tartoz6 F' primitiv
fliggvény és derivaltja.

1. heurisztikus bizonyitas. Legyen I(z) az f(z) fiiggvény [a;x] kozti integralja. Irjuk ol az integralfiiggvény
paranyi megvaltozasat:
I(z +dx) =I(z) + f(z) dx.

Ebbél egyszerii rendezéssel  kivetkezik”, hogy I'(x) = f(x). Tehat az integralfiiggvény kielégiti a fenti differenciél-
egyenletet. Hany ilyen I fiiggvény van? Tegyiik fol, hogy J'(z) = f(z). Vegyiik a két fiiggvény kiilonbségét, K-t
derivaljuk, és latjuk, hogy K'(x) =0, tehat K(x) = const. [J



SF (x4 -
2. heurisztikus bizonyitas. Behelyettesitve az f(z;) ~ % kozelitést a Z fidx; téglanyosszegben, és egy-
i i=1
szertisitve dx;-vel:
i=1 = owi i=1

Bizva abban, hogy az egyre tobb tagbol all6, de tagonként egyre pontosabb kozelités hatarértékben a teljes interval-
lumon pontossa valik, a bal oldalon az f fiiggvény a és b kozti integraljat kapjuk, azaz eljutottunk a Newton—Leibniz-
képlethez. [

Megjegyzések. 1. Természetesen az I(x+ dz) kifejezés nem szabatos, ezért a ra vonatkozo egyenlet sem az. Szabatos
bizonyitast csak a 19. szazadban adtak.

2. Erdemes felhasznalni egy fizikai analogiat: a sebesség definicié szerint az 1t idG szerinti derivaltja, az utat pedig
a sebesség idG szerinti integraljaként szamitjuk ki.

Konnyt igazolni, hogy az Osszegfiiggvény integralja az integralok Osszege. A szorzatfiiggvény integraljara azonban
mér nincs képlet. Altalaban az integralasi modszerek (a szorzatfiiggvény derivaltjaval kapcsolatos parcialis integralas és
a lancszaballyal kapcsolatos helyettesitéses integralas) egyarant az egyik integral helyett egy méasik integral meghataro-
zasét tanacsoljak. S6t, vannak olyan elemi fiiggvények, amelyeknek az integralja nem is elemi fiiggvény. Algoritmikusan
ezért nehezebb az integralas, mint a differencidlas. Hasonlattal élve: mindenkinek kénnyebb az anyanyelvére, mint az
anyanyelvérdl forditania.

Két frappans példat adunk arra, amikor az integralast érdemes visszavezetni a differencidlasra.

6. példa. A 8. tétel értelmében a 4. tétel kovetkezik a 3. tételbol:

xa-{-l 4
[a+1] -

5. feladat. A 8. tétel és a 4. feladat segitségével igazoljuk a 4*. tételt.

A pont lezarasaként hadd idézziik magat Leibniz-t a jelolések fontossiagarol: ,Gondoskodni kell arrdl, hogy a jelek
alkalmasak legyenek a felfedezésre. Ez a legjobban akkor sikeriil, ha a jelek roviden kifejezik és mintegy tiikrozik a
dolog mély természetét, és akkor csodélatos médon csokken a gondolkodésra forditandd munka.”

6. Az elsGbbségi vita

A cikk végére érve, roviden beszélek a kalkulus felfedezése kapcesan kialakult elsGbbségi vitarol. Nem kétséges, hogy
az 1643-ban sziiletett Newton cambridge-i didk kordban, 1665 koriil mar t6bbé-kevésbé kidolgozta a kalkulust. (A fiatal
langész ugyanakkor jott ra az altalanos tomegvonzas elméletére és a fény Osszetett természetére.) Tanara, Barrow maga
is a kalkulus egyik el6futéra volt.

1670 koriil Newton elGszor fényelmeéletével rukkolt els, de itt Osszelitkozott Hooke-kal, a Royal Society (az Angol
Akadémia) akkori titkaraval (a rugotorvény felfedezGjével), és olyan heves vita tamadt koztiik, hogy Newton megfo-
gadta: lehet6leg keriili a nyilvanossagot. Attol kezdve sokaig csak legsziikebb barati kdrben terjesztette irasait.

Leibniz 1646-ban sziiletett, és diploméciai kiildetésen 1673-1676 koz6tt Parizsban tartézkodott. Ott Gsszebaratko-
zott a holland Huygens-szel, aki bevezette a matematikailag képzetlen(!) Leibniz-t a magasabb matematika rejtelmeibe.
(Huygenst a kozépiskolabol a centripetélis gyorsulés felfedezGjeként és a rola elnevezett hullamelv megalkotojaként
ismerhetjiik.) Leibniz elolvashatta Pascal publikilatlan (az6ta elpusztult) leveleit. Tokéletesitette a Pascal-féle szamo-
logépet, és 1672-ben fogaskerekes szamoldgépe elismeréseként a 27 éves Leibniz-t a Royal Society tagjava valasztottak.
Londoni latogatasai soran futolag betekintést nyert Newton egyes irasaiba, és k6z6s érdeklédési koriikrél — kozvetitGkon
keresztiil — leveleket irt Newtonnak. A bizalmatlan Newton maga csak rejtjelezett jelszavakban vélaszolt Leibniznek.
Leibniz 1676 koriil — Newtontol fiiggetleniil —, felfedezte a kalkulust, és ellentétben a titkoléz6 Newtonnal, 1684-ben
megkezdte a kalkulus nyilvanos kifejtését egy altala alapitott matematikai folyéiratban. ,Leibniz hatalmas érdeme az
analizis széles kord propagandaja ... és az analizis algoritmusainak teljes automatizalasa: az analizis alkalmazasara és
oktatasara olyan modszert talalt ki, hogy azok az emberek is élhettek vele, akik egyaltalan nem értették az analizist.”

Newton hosszas noszogatas hatésara, 1687-ben publikalja a Principiat, az elsé korszert fizikakdnyvet. Furcsa médon
azonban elsGsorban nem az altala teremtett modern analizis eszkozeit alkalmazta, hanem visszanyult az 6kortol 6rokolt
mértani kifejtéshez. Talan félt a kalkulus logikai bukfenceitél, és szorongott, hogy a fizikai elmélete kdzéppontjaban
allo altalanos tomegvonzas gondolatat elutasithatjak.

1700 koriil Newton végre publikalta egy-két fontosabb matematikai irdsat. Ekkor langolt fel a vita Newton és
Leibniz hivei kozt, hogy valojaban melyikiik fedezte 6l a kalkulust. A vita hamarosan nagyon elmérgesedett. 1712-ben
a Royal Society, amelynek akkori elnoke maga Newton volt, ,partatlan” bizottsdga plagium vétségében marasztalta
el Leibniz-t. Ma mar ismert az a Newtontol szarmazo6 kézirat, amely a bizottsag jelentése alapjaul szolgalt. Leibniz



méltatlanul elfelejtve halt meg 1716-ban, mig Newtont az egész vilag linnepelte, és 1727-ben a Westminsterben ,mint
egy fejedelmet temetik el” (Voltaire).

A torténelem fintoraként megemlithetjiik, hogy a 18. szdzad kontinentéalis matematikaja a sokkal Gtletesebb leibnizi
jelolésrendszert vette at (lasd a 7. és 8. tétel heurisztikus levezetését), és ennek nyoman nyaktors sebességgel fejlédott.
A newtoni jelolésekhez ragaszkodo brit matematika begubozott, s elvagta magét a fejlédéstdl. Szaz év kellett ahhoz,
hogy a britek legalabb a matematikdban megszabaduljanak ,,pompas elszigeteltségiiktsl”.

A kozolt feladatok megoldasvazlatai

1
1. feladat. a) Helyettesitéssel visszavezetjiik a negativ egész kitev6t a pozitiv egész kitevore. Legyen X = — és
x

1
Y = — és n egy természetes szam. Ekkor
Y

—n _ g—n yn _ xn ynr — xn
- - Xy~
y— Yy-1-Xx-1 Y -X

Y

Felhasznalva a mar bizonyitott esetet, hatarértéket véve és visszatérve x-re:

—nX"IX? = —p X" = gL
1 1
b) Legyen y egy z-t6l kiilonboz6 valos szam, a = b > 0 racionalis szdm. Vezessiik be az X = 27 és Y = y4¢
q
valtozokat. Ekkor
b P yP_xP
y1—xzd  YP-XP  Hox
y—x Y- X4q Y;:i{“ ’

Az y — x hatarértékre térve, a mar belatott résztétel szerint a szamlaloban pXP~!, a nevezében ¢ X771 all, hanyadosuk

P—q p_
pXPTT _p B

q q
2. feladat. Az y = xn egyenlet bal és jobb oldalat egészitsiik ki dy-nal és dx-szel: y + dy = (z+dx)n, és
alkalmazzuk a tortkitevds binomidlis tételt. Elhagyva a magasabb rendd tagokat:
y+dy=xn + mxﬁfldaz.
n
Kivonva y = x'n -et és osztva dz-szel, adodik
dy m m_,
—_— = —In .
de n
3. feladat. Az z = \/y az y = 2° fiiggvény inverze: Az 1. feladat és a 3. tétel szerint
dz 1 1 1
dy % 2 2y
4. feladat. y = e* derivaltja 6nmaga: prmit inverzfiiggvénye © = Iny. Az inverzfiiggvény derivalasi szabalya
x
szerint
dx 1 1 ;1
—=—=—, azaz (lny) =-.
dy —er -y y

1 1
5. feladat. Mivel (Inz)’ = —, azért a 8. tétel szerint az — fiiggvény a-tol b-ig terjedd integralja Inb — Ina.
x x
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