Pierre de Fermat 1643-ban tett feljegyzései kozott talalhato a kovetkezs feladat: Adott hdrom pont a sikon. Ke-
resstik azt a pontot, melynek tdvolsdigosszege e hdromhoz minimdlis. Annak ellenére, hogy Fermat talalta ki ezt az
egyszertnek tliné feladatot, 6 maga nem adott ra megoldast, nem foglalkozott sokat vele. Azonban ahhoz, hogy ez a
geometriai probléma egész problémakorré névekedjen, Fermat megtette az els§ lépést: a XVII. szazadi tudomanyos
élet szokésal szerint utjara bocsatotta, vagyis levélben elkiildte egyik kortarsanak, a hires Mersenne-nek. A feladat
aztan Mersenne kozvetitésével eljutott Torricellihez, Vivianihoz Firenzébe és Cavalierihez Bolognaba. Ok voltak az
elsok, akik megoldasokat adtak a feladatra. Késébb aztan sokan foglalkoztak a problémaval, annak altaldnositasaval és
mechanikai vonatkozasaival. A neves és tekintélyes Steiner is irt vazlatokat ezzel kapcsolatban. (Szokés ezt a feladatot
Steiner feladatanak is nevezni.) Az aldbbiakban a viszonylag terjedelmes problémakorbél szeretnék izelit6t adni.

A feladatban keresett pontot a tovabbiakban Py ;,-nek vagy a harom adott pont Fermat—Torricelli pontjanak fogom
nevezni. Az els6é megoldas Torricelli nevéhez fiiz6dik, melynek kiegészitett valtozatat ugy nevezik, hogy

Torricelli tétele

1. eset: Ha az A, B, C pontok dltal meghatdrozott hdromszog minden szige < 120°, akkor a Pyin a hdromszig
izogondlis pontja (Py), vagyis amely pontbol a hdromszég minden oldala egyenld szdgben ldtszik.

2. eset: Ha az A, B, C pontok dltal meghatdrozott hdromszognek van egy 120°-ndl nagyobb vagy azzal egyenld
szoge, akkor Pnin ennek a szognek a csiucsa.

Meg kell emliteni, hogy Torricelli pusztan az 1. esettel foglalkozott. Tekintve, hogy a 2. eset Cavalierinél fordult
el6 elGszor, ezt Cavalieri vdltozatdnak is szoktak nevezni. Az elss eset méasik elnevezése: lebegd eset, a masodiké pedig:
kitott eset. (Ez a Ppin-nek az A, B, C pontokhoz viszonyitott elhelyezkedését szemlélteti.)

Az itt kovetkezs bizonyitasok elsé csoportja nem foglalkozik a Fermat—Torricelli pont létezésének igazolaséaval.

Az 1. eset bizonyitasa: A bizonyitas elején feltessziik, hogy egyértelmten létezik ez a Py, pont. Tekintsiik azt az
e ellipszist, amelynek fokuszpontjai A és B, és illeszkedik a Py, pontra, tovabba azt a k kort, amelynek kézéppontja
a C pont és illeszkedik a Py, pontra (1. dbra).

1. dbra

A Pin pont a k és az e érintési pontja kell legyen. Ugyanis, tegyiik fel indirekt, hogy a Puyin a két alakzat (egyik)
metszéspontja. Ekkor a Py, ponttal a k koron az ellipszis egy belss pontjaba (P'-be) mozdulva azt kapnank, hogy:
APpin + BPpin > AP’ + BP', mig CPyin = CP'. (Ugyanez a helyzet allna el6, ha az ellipszisen mozognank a kor
belseje felé.) Ez ellentmondas.

Az érintési pontban meghtuizva a két alakzat k6zos érintGjét adodik, hogy A PpinC'<< = BPninC'<, mivel, az ellipszis
fokalis tulajdonsaganak értelmében, az érinté felezi az adott pontba hazott radiuszvektorok szdgét, és a k kor érintdje
merdleges az adott pontba hizott sugarra. De, ha nem a C, hanem a B vagy az A pont koriil rajzoljuk a kort, akkor
masik két szog egyenlGségét kapjuk meg. Tehéat: APpinC<< = BPpinC< = APpinB<. 0O

Torricelli és Cavalieri e tétel alapjan mindjart adott egy eljarast a Py, pont megszerkesztésére a lebegs esetre.
Prin az ABC haromszog oldalai f6lé kifele rajzolt egyenld oldali haromszogek koriilirt koreinek kézos metszéspontja
(2. dbra).

Pmin




2. dbra

Hasonl6 szerkesztési modszert adott Simpson: Ha az ABC haromszog oldalai {6lé kifelé egyenls oldala haromszoge-
ket emeliink, akkor — az ,;aj” pontokat A’, B’, C'-vel jeldlve — a P, pont az AA’, BB', CC’ szakaszok metszéspontja
(8. dbra).

Tovabba
AA' = BB =CC' = APpin + BPrin + CPuyin.

A koriilirt korok segitségével valod szerkesztést Viviani is ismerte, de adott egy olyan eljaréast is, amely ennek és Simpson
szerkesztésének az Osszekapcsolasaként is felfoghato.
Viviani nevéhez fiz6dik az alabbi tétel altalanosabb véltozata.

Viviani tétele az egyenld oldalt haromszoégekre

Ha egy szabalyos ABC haromszog egy tetszéleges belsé P pontjabol merdlegeseket allitunk az oldalakra, akkor a
PTy + PT5 4+ PTjs 6sszeg allando és egyenl az ABC haromszog magassainak hosszaval, ahol Ty, To, T3 a P pontbol
az oldalakra bocséatott merélegesek talppontjai.

Bizonyitas.

Tapcn = AB-m =Tappan +Teopa +Tapca =
=AB-PTy+ BC - PI, + AC - PT3 ZAB-(PT1+PT2+PT3). O

Ugy is szoktak fogalmazni ezt a tételt, hogy az egyenld oldalt haromszog rendelkezik a Viviani-Steiner tulajdonsdggal.

Viviani elsG bizonyitasa Torricelli tételére

Viviani is csak az els§ esetet bizonyitotta, indirekt tton: Tegyiik fel, hogy nem az izogonélis pont a Pi,, hanem
valamely masik P’ belsé pont, vagyis 3P’ € ABCA, P’ # P,,, amelyre
P,A+ P,B+ P,C >
>P'A+PB+PC,

ahol P, az ABC héromszdg izogonélis pontja (4. dbra). Tekintsiik azt az egyenl6 oldala A’ B'C’ haromszoget, amelynek
oldalai rendre merélegesek az AP, BP,, CP,, szakaszokra. Legyenek tovabba a T4, T8, Tc pontok a P’ pontbél az
A’ B’C’ haromszdg oldalaira bocsatott merdlegesek talppontjai. Ekkor Viviani tétele alapjan felirhatjuk, hogy

P,A+ P,B+P,C =PTys+PTg+PTc<PA+PB+PC.

Vagyis ellentmondéasra jutottunk. [J
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4. dbra

Viviani nevéhez kapcsolhaté egy masik bizonyitas is, amely az alabbi lemma alapjan konnyen befejezhetd.
A Viviani-lemma

Tekintsiik az S = { Py, P, ..., P,} ponthalmazt, és azt a Py, pontot, amelyre a Z P; P minimalis, ha P = Ppin,
j=1
tovabba az S’ = {P], P, ..., P} } ponthalmazt és a P, pontot, amelyre Z PP minimalis, ha P = Py ;. Ha (minden
j=1

j-re) Pj a Puin Pj szakasz pontja, akkor Py, = Puin, vagyis az S és az S’ ponthalmaznak ugyanaz a Fermat-Torricelli
pontja.

Bizonyitas (n = 3 pontra). Py, P», P3 helyett A, B, C-vel fogom jelolni a pontokat. Nézziik tehat az ABC
haromszoget, amelynek P, a Fermat—Torricelli-pontja. Legyen A" € PyuinA, B € PpinB, C' € PuinC (5. dbra).
Tegyiik fel elszor, hogy az ABC’ haromszdgnek nem a P, a Fermat-Torricelli-pontja, vagyis 3P’ € ABC'A,

amelyre:
PrinA + PpinB + PpinC' > PPA+ P B+ P'C'.

Masrészt a P’ pontra (is) tudjuk, hogy
P/A+P/B+P/C>PminA+PminB+Pmincu

hiszen Py az ABC haromszog Fermat—Torricelli-pontja.

C

A két egyenl6tlenséget 6sszeadva kapjuk:

PrinA + PpinB + PoinC' + PPA+ P B+ PC >
> P A+ P B+ PC' + PpinA + PainB + PainC.
Rendezve:
PpinC' + P'C > P'C' + PuinC.
Tekintve, hogy ' € PpinC szakasz:
Pminc = PminC/ + CC/,

ezért:

PoinC’' + P'C > P'C' + P,inC' +CC".



Tovabb egyszertsitve:
P'C>PC +CC.

Ez azonban ellentmond a haromszdg-egyenlétlenségnek. Igazoltuk tehat, hogy az ABC’ haromszognek ugyanaz a
Fermat—Torricelli pontja, mint az ABC haromszoégnek. Ugyanigy igazolhatjuk, hogy az ABC héaromszognek ugyanaz
a Fermat—Torricelli pontja, mint az AB’C’ haromszognek és az A’ B'C’ haromszoégnek.

A bizonyitas sz6 szerint ugyanigy miikodik harom helyett tetszéleges szamu pontra, feltéve, hogy mindegyik pont-
halmaznak egyértelmien létezik Fermat—Torricelli-pontja.

Ezzel a lemmaéaval igazolhaté Torricelli tételének elsé esete.

A Torricelli-tétel elsé esetének bizonyitasa a Viviani-lemma segitségével

Tekintsiik az ABC haromszdget. Szerkessziink egy egyenls oldala A’B’'C’ haromszdget gy, hogy az tartalmazza
az ABC haromszoget és izogonalis pontjaik egybeessenek. Az ABC haromszognek belsé pontja lesz az egyenld oldala
haromszog izogonalis pontja, amely egyben (a létezés egyértelmtsége és a szimmetria miatt) az A’B’C’ haromszog
Fermat—Torricelli pontja is. Ezek utan alkalmazzuk a Viviani-lemmét az ABC és az A'B’C’ haromszogre. [

Tovabb folytatva az els6 eset bizonyitasainak sorat elérkeziink a sokak altal legelegansabbnak tartott bizonyitashoz,
mely J. E. Hofmann nevéhez fizédik [}

Egy forgatasos bizonyitas Torricelli tételének elsé esetére

Tekintsiink egy ABC haromszoget, amelynek minden szoge kisebb 120°-nal és benne egy tetszéleges P pontot.
Forgassuk el +60°-kal az A pont koriil az APC haromszoget. Igy a P pont képe a P’ pont lesz, a C' pont képe pedig
a C' (6. dbra). A forgatés tavolsagtartasat felhasznalva kapjuk, hogy P'C’ = PC, illetve AP = PP’, hiszen az APP’
haromszog egyenld szara és a szarak altal bezart szoge 60°, tehat egyenls oldalu is. Ezekbdl kovetkezGen:

PA+ PB+ PC =PB+ PP +P'(C.

Tehat az Osszeg, amelyet minimalizalni szeretnénk, megegyezik a BPP'C’ torottvonal hosszaval. Ez nyilvan pontosan
akkor minimalis, ha egybeesik a BC’ szakasszal, mert a két végpontja (B és C') P helyétdl fiiggetleniil mindig ugyanott
van. Ebbdl kovetkezGen a P, pontnak és az elforgatott képének, a P, pontnak is a BC' szakaszon kell lennie
(7. dbra). Tehat az APyinB<t = 120° (ez a szdg az APpin Pl egyenls oldali haromszog egyik kiilss szoge.) Mésrészt
Poin tajta van az ACC’ haromszdg koriilirt korén — hiszen az APpinC'< = ACC'«, igy mindkét szog csticsa az AC’
szakaszhoz tartozo 60°-os latoszogkoriven van, amely az ACC’ haromszog koriilirt kore — tehat az AP, C = 120°.

Ebbdl adédéan a BP,,inC< = 120°.

7. dabra

Megjegyzés: 1. Arra is hivatkozhattunk volna a kis haromszog elforgatasa utan, hogy a P, pont az egyik Simpson
egyenesre esik. Persze mindegy, hogy melyik csticsot valasztjuk ki a forgatashoz, ezért mindharom csticsra és mindharom
kis haromszogre hasonlé eredményt kapunk. Vagyis a P, a Simpson egyenesek metszéspontja.

2. Ez a bizonyitas — az eddigiekkel szemben — azt is megmutatta hogy a Py, pont létezik és egyértelm.

A fenti bizonyitasokkal alaposan koriiljartuk Torricelli tételének els§ esetét, lassuk, hogy hogyan igazolhat6é a
mésodik eset.

LA bizonyitast elsszor 1929-ben J. E. Hofmann kdzdlte, de Gallai is ugyanerre az eredményre jutott, t6le fiiggetleniil.



Egy forgatasos bizonyitas Torricelli tételének masodik esetére

Nem tudtam kideriteni, hogy ez a bizonyitas kinek a nevéhez fliz6dik, annyi azonban bizonyos, hogy a Skljavszkij—
Csencov—Jaglom szerzéharmas konyvében bukkantam ra. Hofmann nem foglalkozott ezzel az esettel, annak ellenére,
hogy a bizonyitas szinte lépésrdl lépésre ugyantugy miikodik, mint az 6vé:

Tekintsiik az ABC haromszoget, melynek egyik szoge, pl. v >120°, illetve az ABC haromszog egy tetszéleges belsd
pontjat, P-t. Vélasszuk ki az ABC haromszog egyik olyan csucsat, amelynél 120°-nal kisebb szog van, pl. az A-t. Ha
e pont koriil elforgatjuk az APC haromszdget +60°-kal, akkor az AP'C’ haromszoget kapjuk (8. dbra). A forgatas
(el6bb részletezett) tulajdonsagai alapjan azt kapjuk, hogy

AP+ BP+CP = BP+ PP +P'C'.

Ez a BPP'C’ tordttvonal hossza. P valasztasatol fiiggden csak a P és a P’ pontok mozdulhatnak el, P viszont belss
pont, tehat nem lehet az ABC héaromszogon kiviil. Igy, a feltételeknek megfelels B-t C’-vel 6sszekotd torottvonalak
koziil a BCC' lesz a legrévidebb. Ez pontosan akkor valésul meg, ha P=C. O

Megjegyzés. A Skljavszkij—Csencov—Jaglom szerzéharmas konyvében talalhato indoklés arra is, hogy kiils6 pont mi-
ért nem lehet Fermat—Torricelli pontja egy adott ABC haromszognek. (Ez nyilvan a konyv kérdésfeltevésébdl is fakad,
mert a feladat ott nem zarja ki a lehetséges megoldasok koziil a kiils§ pontokat, mig sok korabbi szerz6 csak a belsd
vagy hatarpontokra szoritkozott a lehetséges megoldéasokat illetGen. Bar Fermat eredeti kérdése nem is haromszogre,
hanem hérom pontra vonatkozott.) Lassuk a kiilsé pontokat is! Vegylink egy tetszSleges ABC haromszoget és egy
tetsz6leges kiils6 pontjat, P-t.

a) Ha P beleesik az ABC haromszog valamelyik csticsszOgtartoméanyaba (pl. v-éba), akkor az

AP+ BP+CP > AC + BC

teljestl (9. dbra).

9. dbra

b) Ha P egyik cstcsszogtartoméanyba sem esik bele, akkor (mondjuk) a C'P szakasz elmetszi az AB oldalt, tehat a
P’ = CP N AB-re igaz, hogy
AP+ BP +CP > AP'+ BP' + CP'.

Kiilonos, hogy a masodik esetre egy masik, szintén forgatésos bizonyitas is van.

Sokolowsky (forgatasos) bizonyitésa Torricelli tételének
masodik esetére

Tekintsiik az ABC haromszoget, melynek valamelyik szoge (pl. v) > 120°. Forgassuk el a C PA haromszoget a C
pont koriil p szoggel tgy, hogy az A’, a C és a B pontok egy egyenesre essenek. v > 120°, ezért u < 60° és CP > PP’
(10. dbra). Ezt és a forgatas tulajdonsagait kihasznélva allithatjuk, hogy

AP+ BP+CP>BP+ PP + P A.

A BPP'A’ toréttvonal hossza akkor a legkisebb, ha a toréttvonal egybeesik a BA' szakasszal, vagyis — P helyzetét
vizsgélva —ha P = C.
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10. dbra

Diérrie A diadalmas matematika cimid konyvében taldlhatd egy bizonyitas Torricelli tételének masodik esetére.

Dorrie bizonyitasa Torricelli tételének masodik esetére

Tekintsiik az ABC haromszoget, melynek a C' csicsnal 16ve szoge legyen v > 120° és egy tetszbleges U pontot a
sikon.
Az alabbi médon igazolhato, hogy
AC + BC < AU + BU + CU.

Tekintsiik az ACU = 1 és a BCU = ¢ szogeket. Az U pont eshet 1) az ACB = v szog szarai kozé, 2) ~
csucsszogeének szarai kozé, vagy 3) v mellékszogének szarai kozé. Ettdl fliggben a kovetkezs Osszefiiggések allapithatok
meg (11. dbra):

Dy+ep=1,
2) ¥ + ¢ = 360° — v, vagy
3)p—v=1.
C
Y/
/ '
A B
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wle)
C
A B
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A B

11. dbra

Legyenek F és G az U pontbol AC-re és BC-re bocsatott merdlegesek talppontjai. Akkor ezeknek a tavolsiga
C-t6l:
FU =z =CU cosv
és
GU =y = CU cos ¢,
ahol egy ilyen tavolsag, mondjuk z, pozitiv vagy negativ aszerint, hogy cos pozitiv vagy negativ. Tehat mindegyik

esetben:
AC = AF +x

és
BC = BG + «x,

ezért:
AC+ BC =AF + BG+x+y.



Ebbdl kovetkezGen:

x+y=CUcos)+ CUcosp =

AS)

¢+ COS¢_S0.

= CU(cost) + cosp) =2-CU - cos 5 5

Mivel a fentiek szerint ezen egyenlet jobb oldalan all6 két cosinus koziil az egyiknek az abszolut értéke cos %, ez azonban

1
(% > 60° folytan) kisebb, mint 302 jobb oldal abszolut értéke legfeljebb CU. Kovetkezésképpen:

AC + BC < AF + BG+CU.

Mivel tovabba az AUF és BUG derékszogl haromszogek, melyeknek AF és BG befogoi kisebbek, mint az AU és BU
atfogok, azért
AC+BC < AU+ BU +CU. O
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